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1 フラクタル図形
自然界の「形」に目を凝らす。

細部を拡大すると全体と似る（自己相似性とよばれる。）

という特徴を持つ複雑な図形がわりと多くある。
例: 樹木、カリフラワー、雲（の境界）、海岸線、山肌、・・・
　
このような「細部を拡大すると全体と似る複雑図形」を

フラクタル（図形）

ということがある。「フラクタル」とは、「砕けた」を意味す
る造語。その研究は１９７０年代半ばからようやく盛んに
なった。（それ以前はなめらかな図形を多く扱っていた。）
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2 自己相似集合
細部を拡大すると全体と似る性質（自己相似性）を持つ図形
を描くためのモデルを数学的に作ってみよう。(コンピュー
タで絵が描ける。）

ここにいくつかの縮小コピー変換f1, . . . , fmがある。これら
は、平面（空間）上のある点を中心にして、何倍かに縮小す
る操作を表す。
（有界で、境界まで含んだ）図形Xが、

Xは、fjでXをうつしたもの(j = 1, . . . , n)たちの合併に
なっている（式でかくとX = f1(X) ∪ · · · ∪ fm(X))

という性質を満たすとき、Xを「{f1, . . . , fm}によってつく
られる自己相似集合」という。
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3 ハウスドルフ次元
フラクタル図形の大きさをはかるちょうどいいものさしを探
したい。（１次元ものさしの長さではかると∞で、２次元も
のさしの面積ではかると0, そのような図形に対して、t次元
ものさし（1 < t < 2)というのはどうか？）

• 図形の長さは、図形を小片にわけ、それらの直径を足し合
わせてはかる（その小片の大きさを小さくしていく）。

• 図形の面積は、図形を小片にわけ、それらの直径の２乗を
足し合わせてはかる。

• 図形の体積は、図形を小片にわけ、それらの直径の３乗を
足し合わせてはかる。
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では、0以上の任意の実数tに対して、「t次元ものさし」を、

• 　図形を小片にわけ、それらの直径のt乗を足し合わせて
はかる（その小片の大きさを小さくしていく）。

というものとする。図形Y のt次元ものさしによる大きさを
Ht(Y )とかく。

• Ht(Y )の性質:

tを0から大きくしていくと、ある時点t0未満では∞.

そのt0を超えるとずっと0.

つまり、Y の大きさをはかるには、そのt0によるt0次元もの
さしがちょうどよい。
このt0を図形Y の「ハウスドルフ次元」という。
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4 ハウスドルフ次元の計算例:
平面に三点p1, p2, p3があり、これらは正三角形をなすとす
る。pjを中心とする1/2縮小変換をfjとかく(j = 1, 2, 3).

{f1, f2, f3}によって作られる自己相似集合Xをシルピンス
キーガスケットという。Xのハウスドルフ次元をsとする。

図1 シルピンスキーガスケット
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Xは、３つの1/2相似縮小の像の合併で、2つの像の交わり
は１点でHsではかるぶんには無視できる。かつ縮小率rの
相似縮小変換をかけると、Hsの値はrs倍になる。これらの
ことから、

Hs(X) =
(

1
2

)s

Hs(X) +
(

1
2

)s

Hs(X) +
(

1
2

)s

Hs(X).

いま0 < Hs(X) < ∞がわかる(ここは難。説明略。）ので、

1 = 3 ·
(

1
2

)s

.

これより、

s =
log 3
log 2

= 1.58 · · · (非整数!)
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5 フラクタル次元
ハウスドルフ次元と同様の「次元」がいくつかかんがえられ
ており、それらを総称して「フラクタル次元」ということが
ある。それらは、一般に、非整数となりうる。
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6 まとめ
• 自然界には「細部を拡大すると全体と似る」複雑図形が多
くある。それらを「フラクタル図形」という。

• フラクタル図形の数学的モデルとして、相似縮小変換の組
による、「自己相似集合」が考えられる。

• フラクタル図形の大きさをはかるものとして、t次元もの
さし(tは任意の実数)があり、それがちょうどいい具合に
なるtを図形の「ハウスドルフ次元」とよぶ。これは一般
には非整数になりうる。
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