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1. リーマン球面のフルヴィッツ数

フルヴィッツ数はリーマン面の有限次分岐被覆の位相的同値類をある
重みで数え上げたものである．以下では球面の場合を考える．

分岐の状況を分割で表す

点 P ∈ CP1 のファイバー π−1(P ) の近傍では，
被覆面 Γはいくつかの巡回被覆面（z = aにおけ
る (z−a)1/m のリーマン面と位相的に同じ）に分
かれる．各巡回被覆面の次数を降順に µ1, µ2, · · ·
と表せば，被覆次数 d の分割

µ = (µ1, µ2, · · · ) = (1m12m2 · · · )

が定まる．
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１．リーマン球面のフルヴィッツ数

フルヴィッツ数

正整数 d と d の分割 µ(1), · · · , µ(r) なら
びに球面上の r 個の点 P1, · · · , Pr が与え
られたとする．これらの点の上方でそれぞ
れ µ(1), · · · , µ(r) という形に分岐した d次
被覆 π : Γ → CP1 を考える．

P
1

P
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P
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このような被覆の位相的同値類 [π] は有限個に限られる．被覆変換群
Aut(π) の位数の逆数を重みとしてこれらを数え上げたもの

Hd(µ(1), · · · , µ(r)) =
∑

[π]

1
|Aut(π)|

をフルヴィッツ数という．
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１．リーマン球面のフルヴィッツ数

表現論的公式（Burnside）

Hd(µ(1), · · · , µ(r)) =
∑

|λ|=d

(
dimλ

d!

)2 r∏

k=1

fλ(µ(k)),

dimλ = χλ(C(1d)), fλ(µ) =
χλ(C(µ))

dimλ
|C(µ)|

ここで χλ は d の分割 λ で決まる d 次対称群の既約表現指標（類函
数とみなす），C(µ) は µ = (1m12m2 · · · )型の共役類，|C(µ)| はその
Sd の部分集合としての要素数である．

|C(µ)| = d!/zµ, zµ =
∏

i≥1

mi!imi
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１．リーマン球面のフルヴィッツ数

概単純（almost simple）フルヴィッツ数の母函数

Hd(1d−22, · · · , 1d−22︸ ︷︷ ︸
r

, µ)

パラメータ β,Q と変数の組 x =
(x1, x2, · · · ) を用意して，そのべ
き和 pk =

∑
i≥1 xk

i の積 pµ =
pµ1pµ2 · · · による母函数 Z(x) を
つくることができる：

P
1

P
2

P
r

P
r+1

Z(x) =
∞∑

r=0

∞∑

d=0

∑

|µ|=d

Hd(1d−22, · · · , 1d−22︸ ︷︷ ︸
r

, µ)
(−β)r

r!
Qdpµ

これは tk = pk/k（k = 1, 2, · · ·）について KP階層のτ函数になる．
（Okounkov？… Kazarian & Lando）
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１．リーマン球面のフルヴィッツ数

２重（double）フルヴィッツ数の母函数

Hd(µ, 1d−22, · · · , 1d−22︸ ︷︷ ︸
r

, µ̄)

パラメータ β,Q と変数の組 x =
(x1, x2, · · · ), x̄ = (x̄1, x̄2, · · · ) を
用意して，べき和 pk =

∑
i≥1 xk

i ,
p̄k =

∑
i≥1 x̄k

i の積による母函数
Z(x, x̄) をつくることができる： P

0
P

1
P

r
P

r+1

Z(x, x̄) =
∞∑

r=0

∞∑

d=0

∑

|µ|=|µ̄|=d

Hd(µ, 1d−22, · · · , 1d−22︸ ︷︷ ︸
r

, µ̄)
(−β)r

r!
Qdpµp̄µ̄

これは tk = pk/k, t̄k = −p̄k/k （k = 1, 2, · · ·）について戸田階層の
τ函数（の格子座標 s = 0 での値）になる．（Okounkov）
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１．リーマン球面のフルヴィッツ数

シューア函数による母函数の表示

フロベニウスの公式
∑

|µ|=d

χλ(C(µ))
zµ

pµ = sλ(x) を用いて書き直す：

• 概単純フルヴィッツ数の場合

Z(x) =
∑

λ

dimλ

|λ|!
e−βκλQ|λ|sλ(x) =

∑

λ

sλ[1, 0, · · · ]e−βκλQ|λ|sλ[t]

• ２重フルヴィッツ数の場合

Z(x, x̄) =
∑

λ

e−βκλQ|λ|sλ(x)sλ(x̄) =
∑

λ

e−βκλQ|λ|sλ[t]sλ[−t̄]

ここで

κλ =
∑

i≥1

λi(λi − 2i + 1) =
∑

i≥1

((
λi − i +

1
2

)2

−
(
−i +

1
2

)2
)
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2. τ函数のフェルミオン表示

フェルミオン

• 生成消滅演算子 ψi, ψ
∗
i （i ∈ Z）

ψiψ
∗
j + ψ∗

j ψi = δij , ψiψj + ψjψi = 0, ψ∗
i ψ∗

j + ψ∗
j ψ∗

i = 0

• チャージ s（s ∈ Z）の基底状態（ディラック海）

〈s| = 〈−∞| · · ·ψ∗
s−2ψ

∗
s−1, |s〉 = ψs−1ψs−2 · · · | −∞〉

• τ函数を書き下すために用いる演算子

Jk =
∞∑

n=−∞
:ψn−kψ∗

n:, L0 =
∞∑

n=−∞
n:ψnψ∗

n:, W0 =
∞∑

n=−∞
n2:ψnψ∗

n:
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2. τ函数のフェルミオン表示

フルヴィッツ数の母函数に帰着するτ函数

GL(∞) の要素 g = e−βW0/2QL0 の定める戸田階層のτ函数

τ(s, t, t̄) = 〈s| exp

( ∞∑

k=1

tkJk

)
e−βW0/2QL0 exp

(
−

∞∑

k=1

t̄kJ−k

)
|s〉

は任意の長さの分割 λ でラベル付けされたチャージ s の励起状態の
正規直交系 |λ, s〉, 〈λ, s| で展開すれば

τ(s, t, t̄) = e−βs(s−1)(2s−1)/12Qs(s−1)/2

×
∑

λ

e−βκλ/2(e−β(2s−1)/2Q)|λ|sλ[t]sλ[−t̄]

となる（Q を適当に定義し直せば s = 0 において２重フルヴィッツ数
の母函数に帰着する）．
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3. 一般化弦方程式

フェルミオンの作用素の関係式

g = e−βW0/2QL0 は k = 1, 2, · · · にわたって

Jkg = gQkeβk2/2
∞∑

n=−∞
e−βkn:ψn−kψ∗

n:,

gJ−k = Qke−βk2/2
∞∑

n=−∞
e−βkn:ψn+kψ∗

n:g

という代数的関係式を満たす．この関係式からラックス／オルロフ–
シュルマン作用素に対する一般化弦方程式が読み取れる．
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3. 一般化弦方程式

ラックス作用素とオルロフ–シュルマン作用素

L = e∂s +
∞∑

n=1

une(−n+1)∂s , L̄−1 = ū0e
−∂s +

∞∑

n=1

ūne(n−1)∂s ,

M =
∞∑

n=1

ntnLn + s +
∞∑

n=1

vnL−n, M̄ = −
∞∑

n=1

nt̄nL̄−n + s +
∞∑

n=1

v̄nL̄n

• ラックス方程式系

∂L

∂tk
= [Bk, L],

∂L

∂t̄k
= [B̄k, L], k = 1, 2, · · ·

ならびに L を M, L̄, M̄ に置き換えた方程式

• （ひねられた）正準交換関係

[L,M ] = L, [L̄, M̄ ] = L̄
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3. 一般化弦方程式

定理（一般化弦方程式）

• k = 1, 2, · · · にわたって一般化弦方程式

Lk = Qkeβk2/2L̄ke−βkM̄ , L̄−k = Qke−βk2/2L−ke−βkM

が成立する．

• これらの方程式は k = 1 の場合の方程式

L = Qeβ/2L̄e−βM̄ , L̄−1 = Qe−β/2L−1e−βM

に帰着する．
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4. 古典極限における解の記述

戸田階層の古典極限＝無分散戸田階層

• 新たなパラメータ ~ を導入して，Q はそのままでパラメータ β を
β → β~ と置き換える．~ を弦の結合定数とみなせば，これは弦理論
においてフルヴィッツ数とその「q 変形」を扱う際のパラメータの設
定の仕方と同じである．

• このとき同時に s, t, t̄ も s → ~−1s，tk → ~−1tk, t̄k → ~−1t̄k と置
き換えれば，~ → 0 の極限で戸田階層は無分散戸田階層に移行する．

e∂s , s ([e∂s , s] = e∂s) → P, s ({P, s} = P )

差分作用素 L,M, L̄, M̄ → P のローラン級数 L,M, L̄, M̄

∂L

∂tk
= [Bk, L], etc. → ∂L

∂tk
= {Bj , L}, etc.
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4. 古典極限における解の記述

一般化弦方程式の古典極限

• この古典極限において，前述の一般化弦方程式は無分散戸田階層の
一般化弦方程式

L = QL̄e−βM̄ , L̄−1 = QL−1e−βM

に変わる．これは非線形リーマン–ヒルベルト問題とみなせる．

• t, t̄ が特別な値をとる場合にはこの方程式の解を具体的に表示でき
る（後述）．そこには次のような曲線の方程式が現れる．これらは
Eynard & Orantinのランダム行列的な方法（Mariñoらによって「Ｂ
模型再構築」に応用された）のスペクトル曲線と同じ形をしている．

1) 「ランベルト曲線」の方程式 x = ye−y．ランベルトのＷ函数
W (x) によって y = −W (−x) と解ける．

2) その「q 変形」x = y(1 − y/β)β．β → ∞ の極限で 1) の曲線に
戻る．
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4. 古典極限における解の記述

t, t̄ の特殊化における解の表示

1) tk = t1δk1, t̄k = 0 の場合：

L = P, L̄ = Q−1eβsPeβt1P , M = M̄ = t1P + s.

t1 を t1 = −1/β と選べば，L̄ の定義式は x ∼ L̄, y ∼ L = P という
解釈によって x = ye−y に見える．

2) tk = −1/k2βk, t̄k = 0 の場合：

L = P, L̄ = Q−1eβsP (1 − P/β)β , M = M̄ = log(1 − P/β) + s.

L̄ の定義式は x ∼ L̄, y ∼ L = P という解釈によって
x = y(1 − y/β)β に見える．

問 これは Eynard & Orantin の意味のスペクトル曲線と同定でき
るか？
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4. 古典極限における解の記述

課題

• 上の解を t̄ = 0 まで延長できないか？特に，t̄ について摂動論的に
解を構成できないか？

もとのフルヴィッツ数の母函数で t̄ = 0 とすれば，λ = ∅ 以外の項が
消えて自明なものになる．他方，古典極限に移行するときにはτ函数
を ~ で τ~(s, t, t̄) = τ(β~, Q, ~−1s, ~−1t, ~−1t̄) とリスケールして

log τ~(s, t, t̄) ∼ ~−2F (s, t, t̄) + O(~−1) (~ → 0)

という漸近展開で無分散戸田階層のτ函数 F (s, t, t̄) を取り出す．古
典極限はこのように非自明な操作を経ているので，t̄ = 0 直上でもフ
ルヴィッツ数のデータをある程度取り出していると思われる．しかし
t̄ = 0 での解の表示だけでは話としてやはり不完全である．

• ~ → 0 における準古典展開の次の項や高次の項を求められないか？
（Eynard & Orantinへの可積分系からのアプローチ）
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