
takasaki : 2009/4/10(12:3)

I

物理の数理



takasaki : 2009/4/10(12:3)



takasaki : 2009/4/10(12:3)

3

著者名：高崎 金久

1. 力 学

1-2 ソリトン

1-2-1 ソリトンの発見 1)～3)

ソリトン（soliton）は 1960 年代に登場した概念
であるが，その研究の前史は 1830年代にまで遡る．
当時船舶工学に携わっていたスコット・ラッセル（J.

Scott-Russel）は運河で引き船の舳先から離れて一
定の形と速度で進む孤立波（solitary wave）を目撃
したことをきっかけとしてその研究に取り組み，孤立
波の波形や進行速度を与える実験式を見出した．こ
の成果はストークス（G.G. Stokes）らの注目を集
めて非線形波動の研究を促すことになった．その後，
ブシネ（V.J. Boussinesq）やコルテヴェーグ（D.J.

Korteweg）とド・フリーズ（G. de Vries）がラッ
セルの実験式を説明するモデル方程式を提案し，孤
立波の実験式をモデル方程式の厳密解によって裏付
けたり，楕円函数によって表される周期的解を見出
したりするなど，一定の成果をあげた．残念ながら，
このような非線形偏微分方程式を扱う一般的な手法
が未発達な当時の状況では，それ以上の詳しい解析
は困難だった．

1960年代にソリトン理論が誕生することを可能に
した新たな方法の一つがコンピュータによる数値計
算である．ソリトンはコンピュータによる数値計算を
通じて見出されたのだが，その先駆けの役を果たした
のが 1950年代にフェルミ（E. Fermi）・パスタ（J.R.

Pasta）・ウラム（S.M. Ulam）が非線形格子振動に
関して行った数値計算である．その結果は予想に反す
るもので，通常期待されるエルゴード的振る舞いと
は全く異なる再帰現象（recurrence phenomenon）
を示していた．ザブスキー（N.J. Zabusky）とクラ
スカル（M.D. Kruskal）はフェルミ・パスタ・ウラ
ムの数値計算を連続体に対して実行することを考え
て，そのモデルとして非線形格子の連続体極限でも
あるコルテヴェーグとド・フリーズの方程式（KdV

方程式）

ut + 6uux + uxxx = 0 (1.1)

を取り上げた（ここで添字は偏導函数 ut = ∂u/∂t,

ux = ∂u/∂x, uxxx = ∂3u/∂x3 を表す）．数値計算
の結果はここでも予想外のものだった．すなわち，初
期波形からある時間が経過したときそれまで存在し
なかった孤立波の列が出現し，それらの孤立波は互

いに衝突しながらも個性を保ち続けた．ザブスキー
とクラスカルはこれらの孤立波を，安定な粒子のよ
うに振る舞う，という意味でソリトンと命名した．

1-2-2 逆散乱法とラックス表示 1)～3)

相互作用するソリトンの系を厳密解として求める
試みはKdV方程式の解（の符号を逆にしたもの）を
ポテンシャルとする 1次元シュレディンガー方程式

(−∂2
x − u)ψ = Eψ (1.2)

（∂x = ∂/∂x）の散乱問題との思いがけない関係を明
らかにした 11)．それによれば，複数のソリトンが共
存する多重ソリトン解（multi-soliton solution）は
散乱が起こらない無反射ポテンシャル（reflectionless

potential）と呼ばれるものであり，個々のソリトン
はこの特殊なポテンシャルにおける 2乗可積分な固
有状態（すなわち束縛状態）に対応する．ソリトン
の個数を N とすれば，多重ソリトン解は

u = 2∂2
x log f (1.3)

で与えられる．ここで f は

f = det
“

δij +

√
cicj

κi + κj
e(ηi(t)+ηj(t))/2

”

(1.4)

という N 次行列式である．cj , κj は定数，ηj(t) は
それを用いて表される 1次式 ηj(t) = 2κjx − 8κ3

j t

を表す．κj 同士は相異なるとする．N = 2 の場合
にこの解を調べれば，確かに 2個のソリトンが粒子
性を保ちつつ衝突する様子が再現されていることが
わかる（図 2-1）．

KdV方程式とシュレディンガー方程式のこの関係
は遠方で十分速く減少する一般の解に対しても成立
する．そのような解 u には −u をポテンシャルと
する散乱問題によって散乱データ（scattering data）
{κj , cj , r(k)} が定まる．κj , cj は多重ソリトン解の
表示にも現れた束縛状態のデータであり，r(k)は平面
波 eikx（k2 = E）の散乱状態の反射係数（reflection

coefficient）である．元のポテンシャルがこれらの散
乱データからある線形積分方程式を解くことによっ
て復元できることは 1950年代に知られていた．この
ことを KdV 方程式の解法に利用する．その際に鍵
となるのは，u の複雑な時間発展とは対照的に，こ
れらの散乱データが単純な（本質的に線形の）時間
発展則
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図 2-1 2 個のソリトンの衝突（下段は衝突
前，中段は衝突中，上段は衝突後を示す）

κj(t) = κj , cj(t) = cje
−8κ3

j t,

r(k, t) = r(k)e−8ik3t (1.5)

に従う，という事実である．この散乱データから前
述の積分方程式によって対応するポテンシャルを求
めれば，それが KdV 方程式の解を与えることにな
る．これが逆散乱法（inverse scattering method）
である．特に r(k) = 0 の場合には積分方程式は代
数方程式に帰着し，それを解くことによって前述の
多重ソリトン解が得られる．
この解法はその後まざまな方程式に拡張されるこ
とになるが，いずれの場合も出発点となるのがラッ
クス形式（Lax form）あるいはラックス表示（Lax

representation）と呼ばれる方程式の表現形式であ
る．KdV方程式のラックス表示は

Lt = [M, L] (1.6)

というラックス方程式（Lax equation）の形で与え
られる 12)．ここで L, M は

L = ∂2
x + u, M = −4∂4

x − 6u∂x − 3ux

という微分演算子であり，[M, L]はその交換子ML−
LM を表す．Lは散乱問題に現れたシュレディンガー
演算子と本質的に同じものである．具体的に計算し
てみれば，この方程式が KdV 方程式と同値である
ことがただちに確かめられる．
ラックス方程式は固有値問題

Lψ = λψ (1.7)

の固有値（正確にはスペクトル）が時間に依らず一
定に保たれることを表している．実際，固有函数を

ψt = Mψ (1.8)

という方程式によって時間発展させればラックス方
程式から λt = 0 が従う．逆に，λ を定数として ψ

に対するこれらの線形微分方程式が両立すれば，そ
こからラックス方程式が従う．このようにラックス方
程式は固有値問題の等スペクトル変形（isospectral

deformation）を定める方程式と解釈できる．特に，
固有値問題のスペクトルで表せる量は系の保存量と
なる．たとえば，KdV 方程式のソリトン解のパラ
メータ κj は散乱問題における固有状態の固有値と
E = −κ2

j という関係にあるので保存量である．逆
散乱法において散乱データが単純な時間発展則に従
うこともラックス方程式の等スペクトル性からの帰
結として理解できる．

KdV 方程式が多数の保存量をもつことはラック
ス表示が登場する以前からある程度わかっていたが，
ラックス表示（あるいはそれに付随する固有値問題）
を用いることによって保存量を系統的に構成するこ
とが可能になった．その結果として，KdV方程式に
は無限個の独立な保存量が存在することが確認され
た 13)．このことの意義は古典的な可積分力学系の概
念との比較によって明らかになる．

1-2-3 保存量と可積分性 2)～5)

19 世紀後半，ヤコビ（C.G.J. Jacobi）の力学研
究を受け継ぐように可積分力学系の理論が華開いた．
その基礎となったのは 1850 年代にリウヴィル（J.

Liouville）が打ち出したハミルトン系の可積分性の
概念である．リウヴィルは当時までに知られていた
ケプラー運動，オイラー（L. Euler）・ラグランジュ
（J.L. Lagrange）のコマの運動，ヤコビの研究した
2次曲面上の測地運動などの求積（quadrature）に
よって解ける力学系がいずれも保存量をもつことに
注目した．一般に，ハミルトン系が自由度と同じ個
数の函数的に独立な保存量 F1, . . . , FN をもち，か
つそれらが包合的（involutive）すなわちポアソン
括弧に関して可換（{Fj , Fk} = 0）であるとき，リ
ウビルの意味で可積分であるという．リウビルはそ
のような力学系が求積可能であることを示したので
ある．その後間もなく，可積分力学系の新たな例と
してノイマン（C. Neumann）の質点運動が見出さ
れた．その後も世紀の変わり目までにコワレフスカ
ヤ（S. Kovalevskaya）の剛体運動やキルヒホフ（G.

Kirchhoff）・クレプシュ（R. Clebsch）の理想流体
中の剛体運動などの可積分力学系の発見が続いた．

KdV方程式が無限個の保存量をもつことは明らか
にリウヴィルの観点に通じるものである．また，逆
散乱法において散乱データが単純な時間発展則に従
うことは可積分力学系の作用・角変数（action-angle

variable）の性質を連想させる．このような類推が
実際に正しいことは，1970年代初めに KdV方程式
を無限自由度のハミルトン系として定式化すること
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によって確かめられた 14), 15)．KdV方程式などのハ
ミルトン系としての定式化は変分形式（variational

form）

ut = P
δH

δu
(1.9)

に基づく．ここでハミルトニアン H は汎函数

H =

Z

X

h(u, ux, uxx, . . .)dx

（X は考えている座標空間）であり，δH/δu はその
変分導函数（variational derivative）

δH

δu
=

∂h

∂u
− ∂x

∂h

∂ux
+ ∂2

x
∂h

∂uxx
− · · ·

を表す．P は微分演算子で，u の任意の汎函数 F, G

に対して

{F, G} =

Z

X

δF

δu
P

δG

δu
dx (1.10)

がポアソン括弧の性質をもつように選ばれる．KdV

方程式の場合には

P = ∂x, H =

Z

X

(
1

2
u2

x − u3)dx

と選べる．さらに H1 = −H/4 に始まる独立で包合
的な汎函数の系列 Hn（n = 1, 2, . . .）が存在する．
特にこれらは KdV方程式の保存量を与える．
これらの Hn をハミルトニアンとして時間発展を
考えることもできる．包合性によってこれらの時間
発展は互いに可換であり，それぞれに独立の時間変
数 tn を用意して連立系

utn = P
δHn

δu
(1.11)

として扱うことができる．個々の方程式は KdV 方
程式と同様のラックス表示

Ltn = [Mn, L] (1.12)

をもつ．ここで Mn は 2n + 1 階の微分演算子で，
[Mn, L] が 0 階の微分演算子となるように選ばれる．
この連立方程式系を KdV階層（KdV hierarchy），
個々の方程式を高次KdV方程式（higher KdV equa-

tion）という．
ゲルファント（I.M. Gelfand）とディキー（L.A.

Dikii）は 1970年代半ばに一連の研究 16) を行って，
前述の微分演算子Mn が Lの分数べき Ln+1/2 から
微分演算子の部分を取り出したもの (Ln+1/2)+ で与
えられることを見出し，それに対応する高次ハミル
トニアン Hn の正体も明らかにした．ちなみに，こ
の分数べきを扱うために当初は微分演算子のスペク
トル解析の手法が援用されたが，後に代数的な擬微分

演算子による定式化がそれに取って代わった 17)～19)．
Hn はゲルファント・ディキー多項式と呼ばれる u

とその導函数の多項式 Rn = Rn(u, ux, uxx . . .) に
よって

Hn =

Z

X

2Rn

n + 1/2
dx (1.13)

と表される．Rn は R0 = 1 から出発して

∂xRn+1 = (
1

4
∂3

x + u∂x +
1

2
ux)Rn (1.14)

という一種の漸化式（Rn+1 を決める際に余分な積
分定数はすべて捨てる）によって順次

R1 =
u

2
, R2 =

1

8
uxx +

3

8
u2, . . .

というように求められる．

1-2-4 さまざまな方程式・手法 1)～3), 5)

1970年代半ばを過ぎる頃には KdV方程式と同様
の性質をもつ方程式が数多く知られるようになった．
これらの方程式を総称してソリトン方程式（soliton

equation）と言う．ソリトン理論の初期から知られ
ている代表的なソリトン方程式には戸田格子（Toda

lattice）の運動方程式

q(s)tt = eq(s−1)−q(s) − eq(s)−q(s+1), (1.15)

サイン・ゴルドン方程式（sine-Gordon equation）

utt − uxx + sin u = 0, (1.16)

変型 KdV方程式（modified KdV equation）

vt + 6v2vx + vxxx = 0, (1.17)

非 線 形 シュレ ディン ガ ー 方 程 式（nonlinear

Schrödinger equation）

iut = −uxx ± |u|2u (1.18)

などがある．物理的に見れば，戸田格子（戸田盛和
によって 1960年代に見出された 20)）は非線形格子
の一種であり，サイン・ゴルドン方程式と非線形シュ
レディンガー方程式は 1次元伝導体・固体物理・非
線形光学などに応用をもつ．他方，数学ではサイン・
ゴルドン方程式がそのベックルンド変換（Bäcklund

transformation）とともに 19 世紀の曲面論におい
てすでに知られていた．変形 KdV 方程式はミウラ
変換（Miura transformation）と呼ばれる従属変数
の変換 u = vx − v2 によって KdV方程式と結ばれ
ているが，そのことが KdV 方程式とシュレディン
ガー方程式との関係の発見につながった 11)．
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これらはいずれも時間 1次元，空間 1次元の方程
式である（このことをしばしば「1 + 1 次元の方程
式」と言う）．戸田格子の場合には整数に値をとる格
子座標 s が空間変数の役割を果たしている．戸田格
子は s に関する差分演算子（あるいはそれと同等な
無限次元行列）を用いて KdV 方程式と同様のラッ
クス方程式の形に表せる 39), 40)．変形 KdV方程式・
サイン・ゴルドン方程式・非線型シュレディンガー方
程式はスペクトルパラメータ（spectral parameter）
と呼ばれる補助的パラメータ z の多項式または有理
式からなる 2 × 2 行列 L = L(z), M = M(z) に
よって零曲率方程式（zero-curvature equation）

Lt − Mx + [L, M ] = 0 (1.19)

の形に表せる 21)～23)．方程式をこの形に表すことも
ラックス表示と呼ばれる．これらの表示によってKdV

方程式と同様の取り扱いが可能になる．
KP方程式（Kadomtsev-Petviashvili equation）

3uyy + (−4ut + 6uux + uxxx)x = 0 (1.20)

別名 2次元 KdV方程式は 1 + 2 次元の代表的なソ
リトン方程式である．u が y に依存しない場合には，
x に関して 1 回積分して積分定数を u に繰り込む
（さらに t を −4t に置き換える）ことによって，こ
の方程式は KdV 方程式に帰着する．実際の経緯は
逆であって，空間的に 1次元の KdV方程式に対し
て横方向（そちらに y 軸を選ぶ）の広がりを入れて
その効果を調べる，という動機のもとで直観的にこ
の形が選ばれたのである．したがってじつは幸運な
偶然だったとも言えるのだが，この方程式は

L = ∂2
x + u, M = ∂3

x +
3u

2
∂x + v

という微分演算子を用いて零曲率方程式

Lt − My + [L, M ] = 0 (1.21)

の形に表示され（v を消去することによって前述の
u に対する方程式となる），一般化された逆散乱法な
どによって解くことができる 24)．さらに，KdV方
程式を特殊化として含むだけでなく，u が t に依存
しない場合は y を時間変数と見なせばブシネ方程式
（の特別な場合）にもなっている．このようにKP方
程式は複数の方程式を特殊化として含むという意味
でより普遍的な存在である．
戸田格子とサイン・ゴルドン方程式を統合するこ
とによって別の型の普遍的ソリトン方程式も見出せ
る．サイン・ゴルドン方程式の空間に依存しない解は

utt = − sin u

という方程式に従うが，これは単振り子の方程式に
他ならない．これをヒントにして戸田格子の方程式
で ∂2

t を ∂2
t − ∂2

x に置き換えれば

φ(s)tt − φ(s)xx + eφ(s)−φ(s−1) − eφ(s+1)−φ(s) = 0

(1.22)

という 2次元場の方程式が得られる（便宜上，粒子
の変位座標 q(s) の符号を逆にしたものを場の変数
φ(s) に読み替えた）．t, x の代わりに ξ = (t+x)/2,

η = (t − x)/2 を用いてこの方程式を

φ(s)ξη + eφ(s)−φ(s−1) − eφ(s+1)−φ(s) = 0

(1.23)

と表すこともできる．これは戸田場の方程式（Toda

field equation）あるいは 2 次元戸田方程式（two-

dimensional Toda equation）と呼ばれ，

L = exp(∂s) + b(s), M = c(s) exp(−∂s)

という形の差分演算子を用いて零曲率方程式

Lη − Mξ + [L, M ] = 0 (1.24)

の形に表せる．ここで b(s), c(s) は

b(s) = φ(s)ξ, c(s) = eφ(s)−φ(s−1)

と選ばれている．これによって戸田場の方程式も
ソリトン理論のさまざまな方法で扱うことができ
る 25), 26)．φ(s) が s に関して 2 周期的すなわち
φ(s + 2) = φ(s) が成立する場合には，φ(1) =

−φ(0) = iu/2 と選ぶことによってサイン・ゴルドン
方程式が導かれる．このようにさまざまな方程式を
特殊化として含むという意味で，この方程式も KP

方程式と同様の普遍的性格をもつ．
このように取り扱い可能な方程式が増えるにつ
れて，それらを扱う数学的手法も多彩なものになっ
た．その中で特筆すべきものとしては，2 × 2 行列
型の散乱問題に基づく逆散乱法 23)，伝統的な逆散
乱法に代わる解法としてリーマン・ヒルベルト問題
（Riemann-Hilbert problem）を用いる方法 27)，有
限帯ポテンシャル（finite-band potential）や準周期
的解（quasi-periodic solution）に対する代数幾何学
的方法 28), 29)，双線形化（bilinearization）によって
直接的に解を構成する方法 30) などが掲げられる．
さらに，1970 年代末にはソリトン方程式とパンル
ベ方程式（Painlevé equation）との関連が見出され
た 31)～33)．

1-2-5 双線形化法 6)

双線形化法は従属変数の変換によって方程式を双
線形形式（bilinear form）に書き換えて逆散乱法な
どを介さず直接的に解を求める方法であり，広田の
直接法（Hirota’s direct method）とも呼ばれる．こ
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の方法は解の間の変換（ベックルンド変換）を求め
たり新しい方程式を発見したりすることなどにも用
いられている．

KdV方程式・KP方程式はともに

u = 2∂2
x log f (1.25)

という従属変数の変換によって双線形化される．こ
の u の表示を KdV方程式に代入し，x に関して 1

回積分して積分定数を f に繰り込めば

(DtDx + D4
x)f · f = 0 (1.26)

という双線形方程式が得られる．ここで広田の双線
形演算子

P (Dx, Dt)f · g

= P (∂x − ∂x′ , ∂t − ∂t′)f(x, t)g(x′, t′)|x′=x,t′=t

を用いた．KP方程式の場合には上の u の表示を代
入して x に関して 2回積分し，積分定数を繰り込む
ことによって

(3D2
y − 4DtDx + D4

x)f · f = 0 (1.27)

という双線形方程式が得られる．f が y に依存しな
い場合には，t を −4t に置き換えることによって，
この方程式は KdV方程式の双線形形式に帰着する．
戸田格子・戸田場の方程式も同様にして双線形化
される．戸田場 φ(s) に対して

φ(s) = log
f(s + 1)

f(s)
(1.28)

という従属変数の変換を行えば
“1

2
DξDη + exp(Ds)

”

f(s) · f(s) = 0 (1.29)

という双線形方程式が得られる．ここで exp(Ds) は

exp(Ds)f(s) · g(s) = f(s + 1)g(s − 1)

という双線形演算子を表す．この双線形方程式に対
して DξDη → −D2

t という置き換えを行えば戸田
格子の双線形形式になる．
サイン・ゴルドン方程式は戸田場の方程式の特別
な場合なので f(0), f(1) によって双線形化されるこ
とになる．それとは仕組みが異なるが，変形KdV方
程式と非線形シュレディンガー方程式も 2個の従属
変数 f, g を用いて連立双線形方程式に書き直される．
双線形化法が開発された当初は，解を

f = 1 + f1 + f2 + · · ·

という形に仮定して f1, f2, . . . を順次決めて行く，
という素朴な方法で解を求めることが行われた．双
線形方程式が

P (Dx, Dy, Dt)f · f = 0

という形に表されていれば f1, f2, . . . に対する方程
式は

P (∂x, ∂y, ∂t)f1 = 0,

2P (∂x, ∂y, ∂t)f2 + P (Dx, Dy, Dt)f1 · f1 = 0, . . .

というように実質的に線形になる．多重ソリトン解
を求めるには f1 を指数函数の定数係数線形結合に
選ぶ（そこに含まれる指数函数の個数 N がソリトン
の個数になる）．このとき f2, f3, . . . , fN も指数函
数で表され，fN+1 = · · · = 0 となることがわかる．
このようにして多重ソリトン解を求めることは実際
には非常に煩雑である．今日ではソリトン解が行列
式やパフ式（Pfaffian）の形に表せることが経験的・
理論的に知られており，行列式やパフ式の満たす恒
等式に基づく見通しのよい計算法が開発されている．
双線形化された KP方程式のソリトン解は

f = det
“

δij +
cj

pi − qj
eηj

”

(1.30)

という N 次行列式の形にまとめられる．ここで ηj

は

ηj = (pj − qj)x + (p2
j − q2

j )y + (p3
j − q3

j )t

という形の 1次式である．cj , pj , qj は定数で，pi 6=
pj , qi 6= qj , pi 6= qj とする．pj , qj を qj = −pj =

κj と選べば f は y に依存せず，t を −4t に置き換
えれば KdV 方程式に対して逆散乱法で求めたソリ
トン解と同じものになる．
上と同じ行列式において ηj を

ηj = s log(pj/qj) + (pj − qj)ξ + (p−1
j − q−1

j )η

に置き換えたものは双線形化された戸田場の方程式
のソリトン解を与える．pj , qj を qj = p−1

j = κj と
選べば，ξ = −η = t を時間変数とする戸田格子の
ソリトン解が得られる．

1-2-6 KP階層 7)

KdV階層と同様に，KP方程式に対しても可換な
高次時間発展からなるKP階層（KP hierarchy）が
構成されている 34)．KdV階層の構成には元のKdV

方程式の従属変数 u で十分であるが，KP階層の構
成には無限個の従属変数 u2, u3, . . . が必要になる．
これらの従属変数は

L = ∂x +
∞
X

n=2

un∂−n+1
x (1.31)

という形の擬微分演算子（pseudo-differential oper-

ator）の係数として導入される．
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一般に ∂x の負べきも含む函数係数線形結合

P =

m
X

n=−∞

pn∂n
x

を擬微分演算子と呼ぶ．ここでは擬微分演算子を函
数などに作用する本当の「演算子」とは考えず，お互
いの間で和や積などの演算が定義される抽象的「シ
ンボル」として扱う．微分演算子の場合にならって
mを階数（order）という（ただし pm 6= 0とする）．
擬微分演算子同士の積は一般化されたライプニッツ
公式

p∂n
x · q∂m

x =

∞
X

k=0

 

n

k

!

pq(k)∂n+m−k
x (1.32)

（q(k) = ∂k
xq）に従って定義される．ただし 2項係数

は n < 0 の場合も意味をもつように
 

n

k

!

=
n(n − 1) · · · (n − k + 1)

k!

と解釈する．
このような擬微分演算子の代数は KdV 階層の定
式化にも利用できる．実際，∂2

x +uの分数べき (∂2
x +

u)1/2 をこの意味での擬微分演算子と考えれば，係
数はある漸化式に従って

(∂2
x + u)1/2 = ∂x +

u

2
∂−1

x − ux

4
∂−2

x + · · ·

というように順次定まり，u とその導函数の多項式
となる．これを 2n + 1 乗して射影

“

m
X

n=−∞

pn∂n
x

”

+
=

m
X

n=0

pn∂n
x

によって微分演算子の部分を取り出したものが Mn

を与える．
KP階層は (∂2

x + u)1/2 を前述の一般的な 1階擬
微分作用素 L に置き換えた形のラックス方程式系

Ltn = [Bn, L], Bn = (Ln)+, (1.33)

である．B1 = ∂x であるから，t1 に関するラックス
方程式は Lt1 = Lx となって，t1 と x を同一視す
ることができる．そこから先は

B2 = ∂2
x + 2u2,

B3 = ∂3
x + 3u2∂x + 3u3 + 3u2,x, . . .

で定まる非自明な時間発展が続く．このラックス方
程式系から零曲率方程式系

Bm,tn − Bn,tm + [Bm, Bn] = 0 (1.34)

が従う（実際にはこれから逆にラックス方程式系を
導くこともできて，両者は同値である）．t1 = x,

t2 = y, t3 = t と見なせば m = 2, n = 3 に対する
零曲率方程式は 1+2 次元のKP方程式に一致する．

2以上の整数 N を選んで，LN が微分演算子であ
ること，すなわち LN = BN という等式が成立する
ことを付加条件として課せば，L = LN の N −1 個
の係数を従属変数とするラックス方程式系

Ltn = [Bn,L], Bn = (Ln/N )+, (1.35)

が得られる（tN , t2N , . . . に対する時間発展は自明
なものになる）．これは KP 階層の N 簡約（N -

reduction）あるいは一般化 KdV階層（genralized

KdV hierarchy）と呼ばれる．N = 2 の場合には
L → L, t2n+1 → tn, B2n+1 → Mn と読み替えれ
ば KdV 階層と同じものになる．また N = 3 の場
合にはブシネ方程式の高次時間発展からなるブシネ
階層（Boussinesq hierarchy）を与える．このよう
に KP階層はさまざまなソリトン方程式を特殊化と
して含むという意味で普遍的な存在である．

KP階層の解に対して

u2 = (log τ)t1t1 ,

u3 =
1

2
(log τ)t1t2 − 1

2
(log τ)t1t1t1 , . . .

という一連の等式を満たす新たな従属変数 τ =

τ(t1, t2, . . .)（t1 = x）を導入することができる．こ
れはホロノーム量子場（holonomic quantum field）
や等モノドロミー変形（isomodromic deformation）
の理論において知られていた類似の概念にならって
τ函数（tau function）と呼ばれる．τ函数は双線
形化の従属変数 f を (t1, t2, t3) 以外の変数にも拡張
したものに他ならない．KP階層はτ函数に対する
無限個の広田型双線形方程式の系と同値である．N

簡約のτ函数は tN , t2N , . . . に依存しない．
KP階層は無限次元のグラスマン多様体（Grass-

mann manifold）の上の力学系として理解すること
ができる 34), 35)．τ函数とその導函数（を適当に組み
合わせたもの）はこのグラスマン多様体上のプリュッ
カー座標（Plücker coordinate）と対応している．τ
函数の満たす双線形方程式はプリュッカー座標が満
たす一連の代数的関係式から導出される．各プリュッ
カー座標は行列式として表されるので，τ函数自体
が行列式表示をもつ．たとえば，ソリトン解を含む
特殊解の一族として N 個の函数 fj = fj(t1, t2, . . .)

（t1 = x）のロンスキー行列式（Wronski determi-

nan）

τ = det
“

∂i−1
x fj

”

(1.36)

で与えられる解が知られている．ここで fj は
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fj,tn = ∂n
x fj

という条件を満たすものとする．この解の族はある
無限次元ベクトル空間の N 次元部分空間からな
るグラスマン多様体に対応している．この場合の
プリュッカー座標は非負整数の増加列 0 ≤ k0 <

k1 < . . . < kN−1 < ∞ でラベル付けされた行列式
det
“

∂
ki−1
x fj

”

で与えられる．直観的にはこの解の

族の N → ∞ における極限として KP 階層の一般
解が得られると考えてよい．
グラスマン多様体による解釈と密接に関連するも
う一つの解釈として，τ函数を 2次元自由フェルミ場
（free fermion field）のフォック空間（Fock space）
における真空期待値（vacuum expectation value）
として表すこと

τ = 〈0| eH(t1,t2,...) |W 〉 (1.37)

もできる 36)．ここで H(t1, t2, . . .)はフェルミ場のカ
レント演算子（current operator）の線形結合 t1J1+

t2J2 + · · · であり，〈0| は真空（vacuum），|W 〉 は
解を指定する特別な状態（前述のグラスマン多様体
の点に対応する）を表す．この真空期待値表示はア
フィンリー代数（affine Lie algebra）などの無限次
元リー代数の表現論とも密接に関係する．
ソリトン方程式の普遍的な枠組みは KP階層だけ
ではない．その一般化・変種として多成分型の KP

階層 34), 36) や B型・C型・D型の KP階層 37) など
が知られている．また，戸田場の方程式に対するKP

階層の類似として戸田階層（Toda hierarchy）も構
成されている 38)．既知の多くのソリトン方程式やさ
まざまな型の特殊解はこれらの普遍的枠組みの中で
理解することができる．

1-2-7 その他の話題 8)～10)

1980年代初めにKP階層が導入され，無限次元グ
ラスマン多様体や無限次元リー代数を駆使する研究
が進むとともに，ソリトン理論は急速に純粋数学的
色彩を深めた．たとえば，1980年代後半には代数幾
何学的問題が取り上げられて，ヤコビ多様体の特徴
付けに関する懸案が解決された．また，この頃登場
した共形場理論からもその後重要な題材が提供され
た．これらの成果は 1990 年代に入ってから数理物
理のさまざまな問題（弦理論，位相的場の理論，超
対称場の理論，ランダム行列など）に応用されて今
日に至っている．その中にはパンルベ方程式・等モ
ノドロミー変形との接点も随所に見出せる．

1990年代以降の研究のもう一つの特徴は差分系や
離散系が関心を集めていることにある．さまざまな
ソリトン方程式に対して差分類似（difference ana-

logue）や離散類似（discrete analogue）が構成でき
ることは 1980 年代の研究の中ですでに知られてい

たが，その適用範囲がさらに広がってパンルベ方程
式などの差分類似も議論されるようになった．これ
らの差分・離散可積分系の中には量子可積分系や可
解格子模型と関わりをもつものもある．他方，ソリ
トン方程式の独立変数と従属変数の両方を離散化し
たものとして，さまざまなソリトンセルオートマト
ン（soliton cellular automaton）が構成され，それ
らを連続系からの極限として導出する方法として超
離散化（ultradiscretization）が開発された．最近で
はこれらのセルオートマトンが量子群の表現と関係
することも明らかになっている．
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