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Large deviation principle for certain spatially lifted Gaussian

rough path

Yuzuru Inahama (Nagoya University)

要約 近年M. Hairerが急速に研究を進めている Hairer流のラフ確率偏微分方程式 (rough SPDE)理論
の枠組において, Schilder型の大偏差原理を証明する。ラフパス理論の確率論的部分においては, この種の
大偏差原理は中心的な話題であるが, rough SPDE理論では (いかなる流派においても)前例がないと思う。
Hairer理論においては, 2変数ガウス過程を空間変数に関してラフパス持ち上げしたものを空間的ラフパス
と呼び, これが主役を演じるのだが,論文によって, 考える２変数ガウス過程が違っている。本講演では, 最
も典型的な例である確率熱方程式の解の持ち上げに対して, Schilder型の大偏差原理を証明する。証明は通
常のラフパス理論においてもっとも一般性の高い手法である Friz-Victoirの議論を「2変数化」することに
より与える。

In rough path theory of T. Lyons, the notion of paths is generalized to a great extent and so is
that of ordinary differential equations. They are called rough paths and rough differential equations
(RDEs), respectively. The solution map of an RDE is called an Itô map, which is defined for every rough
path and, moreover, is continuous with respect to the topology of rough path space (Lyons’ continuity
theorem). As a result, stochastic differential equations (SDEs) in the usual sense are made deterministic
or ”dis-randomized”.

Even though Itô maps are deterministic, the probabilistic aspect of the theory is still very important
undoubtedly. In a biased view of the author, a large deviation principle of Schilder type is a central issue
in stochastic analysis on rough path spaces. This kind of large deviations was first shown by Ledoux,
Qian, and Zhang (2002) for the law of Brownian rough path. Combined with Lyons’ continuity theorem,
this result immediately recovers well-known Freidlin-Wentzell type large deviations for solutions of SDEs.
Since then many papers have been published on this subject.

Naturally, one would like to apply rough path theory to stochastic PDEs. There have been some
successful attempts. In this paper, we focus on M. Hairer’s theory [1, 3, 4], which is based on M.
Gubinelli’s ”algebraic” rough integration theory. In Hairer’s theory, rough path theory is used for the
space variable x ∈ S1 = R/Z for each fixed time variable t > 0. This is surprising because almost
everyone regarded solutions of stochastic PDEs as processes indexed by the time-variable t that take
values in function spaces of the space-variable x and then modify and apply infinite dimensional rough
path theory. Not only his point of view is novel, but his theory also turned out to be very powerful when
he rigorously solved KPZ equation in the periodic case for the first time [2].

Under these circumstances, it seems natural and necessary to develop stochastic analysis in this
framework. In this paper we will prove a large deviation principle of Schilder type for the spatial lift of
the (scaled) solution ψ of the stochastic heat equation on S1. This process ψ plays a crucial role in [3, 4].
To our knowledge, a large deviation principle is new in rough stochastic PDE theories of any kind.

Now we introduce our setting. Let us recall the stochastic heat equation on S1. As usual S1 = R/Z
is regarded as [0, 1] with the two end points identified and 4 = 4S1 stands for the periodic Laplacian.
Let ξi = ξ(t, x)i (1 ≤ i ≤ d) are independent copies of the space-time white noise associated with
L2([0, T ] × S1) with the (formal) covariance E[ξ(t, x)iξ(s, y)j ] = δij · δt−s · δx−y. Let ψ = ψ(t, x) be a
unique solution of the following Rd-valued stochastic PDE.

∂tψ = 4xψ + ξ with ψ(0, x) ≡ 0.

Then, ψ = (ψ(t, x))0≤t≤T,0≤x≤1 is a two-parameter continuous Gaussian process. It was shown in [3]
that, (i) for each t, x 7→ ψ(t, x) admits a natural lift to a geometric rough path (x, y) 7→ Ψ(t; x, y) a.s.
and (ii) there exists a modification of Ψ such that t 7→ Ψ(t; •, ?) is continuous in the geometric rough path
space a.s. In Hairer’s theory, a solution of a rough stochastic PDE is obtained as a continuous image of
Ψ. Therefore, it is important to analyze (the law of) Ψ.

Let 1/3 < α < 1/2. We denote by GΩH
α (Rd) the α-Hölder geometric rough path space over Rd. The

first level path of X ∈ GΩH
α (Rd) is a usual path in Rd which starts at 0. Let GΩ̂H

α (Rd) ∼= Rd×GΩH
α (Rd)

be the α-Hölder geometric rough path space in an extended sense so that information of the initial values



of the first level paths are added. For each t, the random variable Ψ(t; •, ?) takes values in this Polish
space GΩ̂H

α (Rd). Let P∞GΩ̂H
α (Rd) = C([0, T ], GΩ̂H

α (Rd)) be the continuous path space over GΩ̂H
α (Rd).

Its topology is given by the uniform convergence in t as usual. The random variable Ψ takes values in
this Polish space and hence its law is a probability measure on this space.

Introduce a small parameter 0 < ε ≤ 1. Let εΨ is the dilatation of Ψ by ε, which is equal to the
natural lift of εψ, anyway. Denote by νε the law of εΨ on P∞GΩ̂H

α (Rd). Our main result is the following:

Main result: For any α ∈ (1/3, 1/2), the family (νε)0<ε≤1 of probability measures on P∞GΩ̂H
α (Rd)

satisfies a large deviation principle as ε ↘ 0 with a good rate function I.

Here, we give a few quick remarks. The rate function I takes the usual form. So, we omit its explicit
form. Just like in the usual rough path theory, the continuity of the Itô map and the contraction principle
for LDP immediately imply Freidlin-Wentzell type LDP for solutions of rough SPDEs as in [3].

We show the main result by developping an extended version of Friz-Victoir’s method for Schilder-type
LDP for Gaussian rough path (2007).
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Lyons’ extension theorem via fractional calculus

伊藤悠 (Yu Ito)

京都大学 情報学研究科 (Graduate School of Informatics, Kyoto University)

本講演では，Lyonsの拡張定理 (または第１基本定理)と呼ばれるラフパス解析の基本定
理について，fractional calculusに基づく別証明を取り扱う．
まず，Lyons の拡張定理を紹介するためにいくつか準備をする．単体 ∆T := {(s, t) ∈

R2 : 0 ≤ s ≤ t ≤ T}から T (k)(Rd) :=
⊕k

j=0(Rd)⊗j への X0
s,t = 1なる連続写像全体の

集合を C0(∆T , T
(k)(Rd))と記す．X = (X0, X1, . . . , Xk) ∈ C0(∆T , T

(k)(Rd))が，任意の
j = 0, 1, . . . , kに対して，

j∑
i=0

Xi
s,u ⊗Xj−i

u,t = Xj
s,t ∀s, u, t ∈ [0, T ], s ≤ u ≤ t

を満たすとき，X = (X0, X1, . . . , Xk)を k 次の乗法的汎関数と呼ぶ．β ∈ (0, 1]とする．
X = (X0, X1, . . . , Xk) ∈ C0(∆T , T

(k)(Rd))が，任意の j = 1, . . . , kに対して，

sup
0≤s<t≤T

|Xj
s,t|

(t− s)jβ
< ∞

を満たすとき，X = (X0, X1, . . . , Xk)は有限な β-Hölder評価を持つという．例えば，区間
[0, T ]から Rdへの Lipschitz連続関数 xに対して，反復積分

Xj
s,t =

∫
s<u1<···<uj<t

dxu1 ⊗ · · · ⊗ dxuj

で定まる X = (1, X1, . . . , Xk) ∈ C0(∆T , T
(k)(Rd))は，k次の乗法的汎関数であり有限な

1-Hölder評価を持つことが知られている．本講演では，これを xの step-k signatureと呼ぶ
ことにする．以下が Lyonsの拡張定理である（正確な主張は [3, Theorem 2.2.1]を参照)．

Lyonsの拡張定理. X = (X0, X1, . . . , X⌊1/β⌋)を有限な β-Hölder評価を持つ ⌊1/β⌋次の乗
法的汎関数とする．このとき，任意の k ≥ ⌊1/β⌋+ 1に対して，X = (X0, X1, . . . , X⌊1/β⌋)

は有限な β-Hölder評価を持つ k次の乗法的汎関数 (X0, X1, . . . , X⌊1/β⌋, X⌊1/β⌋+1, . . . , Xk)

に一意的に拡張される．

この有限なβ-Hölder評価を持つ ⌊1/β⌋次の乗法的汎関数X = (X0, X1, . . . , X⌊1/β⌋)を (β-

Hölder)ラフパスと定義する．つまり，Lyonsの拡張定理とは，ラフパスに対して，有限な β-

Hölder評価を持つ乗法的汎関数としての拡張の一意性を与える結果であり，ラフパスという概

1



念の妥当性を保証するものであるといえる．実際，第 (⌊1/β⌋+1)レベルパスX⌊1/β⌋+1は⌊1/β⌋
レベル以下のパスX1, . . . , X⌊1/β⌋ で構成され，それ以上のレベルのパスX⌊1/β⌋+2, . . . , Xk

も同様の方法で帰納的に構成されることが示される．そして，X⌊1/β⌋+1, X⌊1/β⌋+2, . . . , Xk

は ⌊1/β⌋レベル以下のパスX1, . . . , X⌊1/β⌋から一意的に定まることが導かれる．その一方
で，⌊1/β⌋レベル以下のパスX1, . . . , X⌊1/β⌋をそれらより小さいレベルのパスから一意的に
定めることは一般にはできない．そこで，X = (X0, X1, . . . , X⌊1/β⌋)を考察の対象とし，こ
れをラフパスと呼ぶのである．また，Lyons [3]による (⌊1/β⌋+1)レベル以上のパスの構成
方法は，rough integralと呼ばれるラフパス解析における線積分の概念を定義する際にも本
質的に用いられており，このことからもラフパス解析の基礎理論における Lyonsの拡張定
理の重要性が分かる．このような理論の基礎を担う結果の別証明に触れることは基本的であ
り，ラフパス解析の基礎理論を Lyons [3]とは異なる方法で記述する試みという観点からも
興味深い．
本講演では，(⌊1/β⌋+1)レベル以上のパスを fractional calculusに基づき構成することを

考える．まず，Lyons [3]による構成方法を概観した後，講演者の得た fractional calculusに
基づく構成方法を紹介する．ここで鍵となるのが，次の２つの積分である．１つ目は，講演
者 [2]により導入された rough integralの第１レベルパスの fractional derivativeに基づく
表現，２つ目は，Gubinelli [1]により導入されたweakly controlled pathに対する積分であ
る．Gubinelli [1]の理論はラフパス解析の変種で，weakly controlled pathに対する積分が
Gubinelli [1]の理論における線積分の概念である．また，Gubinelli [1]の線積分は，Lyons [3]
の線積分 (もう少し正確には rough integralの第１レベルパス)より被積分関数の定義が一般
的であることが知られている．そこで，講演者は，[2]で導入した rough integralの第１レベ
ルパスの fractional derivativeに基づく表現をweakly controlled pathに対する積分に一般化
し，Lyonsの拡張定理に応用することを考えた．つまり，Gubinelli [1]の理論における線積分
に対しても fractional derivativeに基づく表現を与え，この線積分の被積分関数がより一般
的であるという利点を生かし，(⌊1/β⌋+1)レベル以上のパスを構成することを試みた．この
試みの結果としてGeometric (β-Hölder) ラフパスと呼ばれる，step-⌊1/β⌋ signatureのラフ
パス空間の位相における極限として特徴づけられる典型的なラフパスに対しては，fractional

calculusに基づく (⌊1/β⌋+ 1)レベル以上のパスの構成方法が得られることとなった．

参考文献
[1] M. Gubinelli, Controlling rough paths, J. Funct. Anal. 216 (2004), 86–140.

[2] Y. Ito, Integrals along rough paths via fractional calculus, Preprint (2013).

[3] T. J. Lyons, Differential equations driven by rough signals, Rev. Math. Iberoamer-

icana 14 (1998), 215–310.
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Asymptotic error distributions of the Crank-Nicholson

scheme for SDEs driven by fractional Brownian motion

永沼 伸顕 (東北大学大学院理学研究科数学専攻)

1 はじめに

本講演では，非整数 Brown運動により駆動される確率微分方程式の解を Crank-Nicholson近
似により近似した場合の近似誤差に関する結果を報告する．この結果は [1]で与えられた予想
を肯定的に解決するものである．
まずは非整数 Brown運動の定義を与える．

定義 1. 実数値確率過程 B = {Bt}0≤t≤1 が Hurst定数 0 < H < 1をもつ非整数 Brown運動
であるとは，B は連続な Gauss過程であって，平均が 0，分散が

E[BsBt] =
1

2

(
s2H + t2H − |s− t|2H

)
となるものをいう．

この定義から，E[|Bt −Bs|2] = |t− s|2H，および，パスのH 未満のHölder連続性が分か
る．さらに，H ̸= 1/2のときには，非整数 Brown運動がセミマルチンゲールにならないこと
も分かる．これらの事実から，非整数 Brown運動による確率積分は伊藤積分としては定義で
きず，通常の確率解析の議論を適用することができない．このような確率微分方程式を駆動過
程の Gauss性を用いて解析することが，本問題の骨子となる．

2 設定および結果

本講演では， {
dXt = σ(Xt) d

◦Bt, t ∈ (0, 1],

X0 = x0,
(1)

なる確率微分方程式を考える．ここで，σは実数値関数，x0 ∈ R，d◦Bは Russo-Valloisの意
味での対称積分を表わす．つぎに，Crank-Nicholson近似 {X(m)}∞m=1 をX

(m)
0 = x0,

X
(m)
t = X

(m)

η(m)(t)
+

1

2

(
σ
(
X

(m)
t

)
+ σ

(
X

(m)

η(m)(t)

)) (
Bt −Bη(m)(t)

)
, t ∈ (0, 1],

(2)

で定義する．ただし，η(m)(t) = sup{l2−m : 0 ≤ l2−m < t}である．こうして定められたX(m)

は連続な確率過程であることに注意する．
このときに，以下の定理が得られる．

仮定 2. (A1) σ ∈ C∞
bdd(R;R), (A2) inf |σ| > 0.

定理 3. 仮定 2の下で，1/3 < H < 1/2ならば

lim
m→∞

(
B, 2m(3H−1/2)(X(m) −X)

)
=

(
B, c3,Hσ(X·)

∫ ·

0

1

24
(σ2)′′(Xs) dWs

)
が一様位相における弱収束の意味で成り立つ．ここで，c3,H は H に依存する定数，W は B
とは独立な通常の Brown運動，dW は通常の伊藤積分を表わす．

1



3 証明

定理 3の証明の概略を述べる．
まず，[2]に従い，方程式 (1)の解，Crank-Nicholson近似 (2)の表現を述べる．方程式 (1)

の解X は，Xt = ϕ(x0, Bt)と表される．ただし，ϕは，
∂

∂y
ϕ(x, y) = σ(ϕ(x, y)), y ∈ R,

ϕ(x, 0) = x,

の解である．そして，仮定2の (A2)の下で，Crank-Nicholson近似X(m)は，X(m)
t = ϕ(x0, Bt+

U
(m)
t )と表される．ここで，U (m) は

U
(m)
t =

⌊2mt⌋−1∑
j=0

{
f3(X

(m)
j2−m)(△Bj2−m)3 + f4(X

(m)
j2−m))(△Bj2−m)4 +R(X

(m)
j2−m),△Bj2−m)

}
で定義される確率過程である．ただし，⌊ξ⌋ は ξ > 0 の整数部分，f3 = (σ2)′′/24, f4 =
σ(σ2)′′′/48，△Bj2−m = B(j+1)2−m − Bj2−m，Rは |R(ξ, h)| ≤ M |h|5 を満たす関数である．
[1]は，これらの表現を用いて，定理 3の限定的な場合を示している．
つぎに，U (m) の漸近挙動を見る．そのために，weighted Hermite variation とよばれる

Wiener汎関数の解析を行う．この weighted Hermite variationは

G(m)
q (t) = 2−m/2

⌊2mt⌋−1∑
j=0

f(B(j+1)2−m) + f(Bj2−m)

2
Hq(2

mH△Bj2−m)

として定義される．ただし，f は実数値関数，Hqは q次のHermite多項式である．このWiener
汎関数に対して，Nualart-Peccatiによる fourth moment theoremを用いることで次が得ら
れる．

定理 4. 自然数 qは 2以上，関数 f は滑らかで導関数は多項式増大を持つとする．このとき，
1/2q < H < 1− 1/2qであれば，

lim
m→∞

(
B,G(m)

q

)
=

(
B, cq,H

∫ ·

0

f(Bs) dWs

)
が Skorohod位相における弱収束の意味で成り立つ．ここで，cq,H は qとH によって決まる
正定数，W は B とは独立な通常の Brown運動である．

最後に，U (m)をG
(m)
3 を用いて表現し，定理 4を用いて定理 3を導く．定理 3で現れる正

定数 c3,H および Brown運動W は定理 4で与えられるものである．
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ON THE MONOTONICITY OF L0-COST ALONG BACKWARD
HEAT FLOW

TAKAFUMI AMABA AND KAZUMASA KUWADA

Let M be a d-dimensional connected manifold. Assume we are given a complete Ricci
flow

dg(t)

dt
= −2Ricg(t)

on M , that is, we are given a family (g(t))0≤t≤T of Riemannian metrics on M , satisfying
the above equation, each of which makes M a complete Riemannian manifold. When M
is closed, this (modified by a diffeomorphism) can be interpreted as a gradient flow of the
Perelman’s F -functional (see [3]) defined by

F(g, f) :=

∫
M

{
Rg + |∇g(t)f |2g

}
e−fdvolg

under the constraint that e−fdvolg is fixed. Here g and f are any Riemannian metrics
and smooth functions on M respectively. The quantity Rg denotes the scalar curvature
with respect to the Riemannian structure g.

On the other hand, from an optimal-transport point of view, Lott [2] defined the L0

functional by

L0(γ) :=
1

2

∫ t′′

t′

{
|γ̇(t)|2g(t) + Rg(t)(γ(t))

}
dt

where 0 ≤ t′ < t′′ ≤ T and γ : [t′, t′′] → M is a smooth curve in M . From this lagrangian,

a Riemannian distance-like function Lt′,t′′

0 and the L0-transportation cost can be defined
by

Lt′,t′′

0 (m′,m′′) := inf
γ
L0(γ), m′ 6= m′′ in M

where the infimum is taken among smooth curves γ : [t′, t′′] → M such that γ(t′) = m′

and γ(t′′) = m′′, and

Ct′,t′′

0 (µ′, µ′′) := inf
π∈

Q

(µ′,µ′′)

∫
M×M

Lt′,t′′

0 (m′,m′′)π(dm′, dm′′)

respectively, where µ′ and µ′′ are two Borel probability measures on M and
∏

(µ′, µ′′) is
the set of all couplings of them.

The Perelman’s F -functional and the L0-transportational cost are related (see Lott [2])
by the equation

lim
t′′→t′

1

t′′ − t′
Ct′,t′′

0 (α(t′), α(t′′)) = F
(
g(t′),

dα(t′)

dvolg(t′)

)
1
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where α is a curve in the space of probability measures on M satisfying the backward
heat equation

∂α

∂t
= −4 α.

By using this relation, Lott [2] gave an optimal-transport theoretical proof to the mono-
tonicity of the F -functional along the Ricci flow (although this is immediate from the
Perelman’s gradient flow interpretation of Ricci flow). In fact, heuristically, he proved the
monotonicity of the L0-transportational cost along the backward heat flow, which is valid
at least under the condition where Otto’s calculus works well.

In this paper, we investigated a probabilistic proof of the Lott’s result for a deeper
understanding. Let

0 ≤ t′0 < t′1 ≤ T, 0 ≤ t′′0 < t′′1 ≤ T

with t′0 < t′′0 and t′1 − t′0 = t′′1 − t′′0. It will be helpful to think that we have two worlds
governed by Ricci flows (M, g(t′))t′0≤t≤t′1

and (M, g(t′))t′′0≤t≤t′′1
.

Theorem 1. Assume that our Ricci flow satisfies the condition

sup
(t,m)∈[t′0,t′′1 ]×M

|Rmg(t)(m)|g(t) < ∞

where Rmg is the Riemannian curvature tensor with respect to the Riemannian structure
g. Then for each (m′,m′′) ∈ M ×M , there exists a coupling of g(t′1−s)-Brownian motion
X = (Xs)0≤s≤t′1−t′0

starting from m′ and g(t′′1 − s)-Brownian motion Y = (Ys)0≤s≤t′′1−t′′0

starting from m′′ such that s 7→ L
t′1−s,t′′1−s
0 (Xs, Ys) is a supermartingale.

Remark 1. (1) This result is an analogy of Kuwada-Philipowski [1] in which they dis-
cussed an existence of such a coupling of Brownian motions fitting to the relationship
of Perelman’s W-functional and the transportation cost described by the Perelman’s L-
geometry. (2) From Theorem 1, the monotonicity of L0-cost along the backward heat
equation follows. (3) This also gives an extension of Lott’s monotonicity result because
Lott’s framework assumed the closedness of M but we do not. Instead we assumed the
space-time boundedness of the Riemannian curvature.
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Upper escape rate of Markov chains on weighted

graphs∗

Xueping Huang† 塩沢 裕一‡

重み付きグラフ上のマルコフ連鎖の upper rate function を, グラフに適合した距離と
体積増大度で特徴づける. ここで upper rate function とは, マルコフ連鎖の法則に従って
運動する粒子が, “典型的”にはどの程度遠方へ移動できるのかを表す関数のことである.

まず初めに, Keller-Lenz (2012) に従い, 重み付きグラフの定義を述べる. V を可算無限
集合とし, µ を V 上の正値関数とする. このとき, 関数 µ を V 上のラドン測度と見なす
ことができる. w を V × V 上の非負値対称関数とし, 任意の点 x ∈ V について

w(x, x) = 0,
∑
y∈V

w(x, y) <∞

を満たすものとする. 以上で定まる 3つ組 (V,w, µ)を重み付きグラフと呼ぶ. 2点 x, y ∈ V

に対して w(x, y) > 0 が成立するとき, x と y は隣接しているといい, x ∼ y とかく. 特
に, V の各点が隣接点を有限個しか持たないとき, 重み付きグラフ (V,w, µ) は局所有限で
あるという. 点列 (x0, x1, . . . , xn) は, x0 = x, xn = y, xk−1 ∼ xk (k = 1, 2, 3, . . . , n) を満
たすとき, x と y を結ぶ道であるという. 特に任意の相異なる 2 点 x, y ∈ V を結ぶ道が
存在するとき, 重み付きグラフ (V,w, µ) は連結であるという.

以下では (V,w, µ) を局所有限で連結な重み付きグラフとする. V 上の関数で, 有限個の
点以外では値 0 をとるもの全体の集合を C0(V )とする. このとき, L2(V ;µ) 上の二次形式

E(u, v) = 1

2

∑
x∈V

∑
y∈V

w(x, y)(u(x)− u(y))(v(x)− v(y)), u, v ∈ C0(V )

は可閉であり, 二次形式 (E , C0(V )) の閉包 (E ,F) は L2(V ;µ) 上の正則ディリクレ形式と
なる. (E ,F) が生成するマルコフ連鎖を, 重み付きグラフ (V,w, µ) に対応するマルコフ
連鎖と呼ぶことにする. このマルコフ連鎖は, 次で定義される行列 (qxy)x,y∈V を Q-matrix

にもつ V 上の最小なマルコフ連鎖となる:

qxy =


w(x, y)

µ(x)
x ̸= y

−
∑

z∈V,z ̸=xw(x, z)

µ(x)
x = y.

∗本講演は同題目の論文 (Stochastic Process. Appl. に掲載予定) に基づく.
†Faculty of Mathematics and Information, FSU Jena
‡岡山大学大学院自然科学研究科・環境理工学部環境数理学科



定義 1. (V,w, µ) を重み付きグラフとする. σ を V × V から有界閉区間 [0, 1] への関数と
し, 任意の x, y ∈ V について

σ(x, y) = σ(y, x), σ(x, y) > 0 ⇐⇒ x ∼ y

を満たすものとする.

(1) 任意の点 x ∈ V に対して不等式∑
y∈V

σ(x, y)2w(x, y) ≤ µ(x)

が成立するとき, 関数 σ は重み付きグラフ (V,w, µ) に適合しているという.

(2) σ を重み付きグラフ (V,w, µ) に適合した関数とする. V × V 上の関数

dσ(x, y) := inf

{
n∑

k=1

σ(xk−1, xk) | (x0, x1, . . . , xn) は x と y を結ぶ道

}
, x, y ∈ V

を, 重み付きグラフ (V,w, µ) に適合した道の距離という.

注意 1. 重み付きグラフ (V,w, µ) に適合した道の距離は V 上の距離になる. この距離は
強局所型ディリクレ形式の内在的距離の類似であり, Frank-Lenz-Wingert (2010) の意味
での, 正則ディリクレ形式に対する内在的距離にもなる.

定義 2. 重み付きグラフ (V,w, µ) に対応するマルコフ連鎖をM = ({Xt}t≥0, {Px}x∈V ) と
かき, このマルコフ連鎖は保存的であると仮定する. d を V 上の距離とし, 点 x ∈ V を 1

つ固定する. [0,∞) 上の狭義単調増加な正値関数 R(t) は, 等式

Px(d(x,Xt) ≤ R(t) for all sufficiently large t) = 1

が成立するとき,マルコフ連鎖Mの距離 dに関するupper rate functionであるという.

V 上の距離 d に関する, 中心 x0 ∈ V , 半径 r > 0 の開球を Bd(x0, r) とおく.

定理 1. (V,w, µ) を重み付きグラフとし, dσ をこのグラフに適合した距離とする. 条件

(i) inf
x∈V

µ(x) > 0;

(ii)

∫ ∞

·

r

log µ(Bdσ(x0, r))
dr = ∞

の下で次が成立する.

(1) 重み付きグラフ (V,w, µ) に対応するマルコフ連鎖 M は保存的である.

(2) ある定数 c > 0 と R̂ ≥ 1 が存在して, 関数

ψ(R) := c

∫ R

R̂

r

log µ(Bdσ(x0, r)) + log log r
dr

の逆関数 ψ−1(t) はマルコフ連鎖 M の距離 dσ に関する upper rate function となる.

定理 1 (2)は,リーマン多様体上のブラウン運動の escape rateに関する Hsu-Qin (2010)

の結果をマルコフ連鎖へ拡張するとともに, Huang (2013) の結果を改良している. 特に
定理 1 (2) は精密であることも分かる. 一方で, 定理 1 (1) は新しい結果ではない. 実際,

Folz (2013) は条件 (i) を課さずにマルコフ連鎖の保存性を示している.



ピン止め拡散過程と滑らかさの悪い係数を持つ放物型方程式の
基本解のヘルダー連続性

楠岡誠一郎
（東北大学大学院理学研究科）

a(t, x) = (aij(t, x))を [0,∞)× Rd 上の Rd ⊗ Rd-値有界可測関数で一様楕円性を満たすものとす
る。すなわち、Λをある正の数、I を単位行列として

Λ−1I ≤ a(t, x) ≤ ΛI (1)

を満たすものとする。bを [0,∞)× Rd上の Rd-値有界可測関数、cを [0,∞)× Rd上の有界可測関数
とする。これらの関数に対して、次の２階線型放物型偏微分方程式を考える。

∂

∂t
u(t, x) =

1

2

d∑
i,j=1

aij(t, x)
∂2

∂xi∂xj
u(t, x) +

d∑
i=1

bi(t, x)
∂

∂xi
u(t, x) + c(t, x)u(t, x)

u(0, x) = f(x)

(2)

この方程式 (2)の基本解を p(s, x; t, y)と書くことにする。すなわち、p(s, x; t, y)は

u(t, x) =

∫
Rd

p(s, x; t, y)u(s, y)dy, s < t, x ∈ Rd

を満たす関数である。仮定 (1)の下では基本解の存在性が知られている。
この型の方程式の基本解の滑らかさに関する研究は 1950年代からなされている。aが (1)を満

たすときの放物型方程式 ∂tu = ∇ · a∇u 基本解のヘルダー連続性については De Giorgi(1957) と
Nash(1958) の各氏によって独立に示された。これらの結果では、ある α ∈ (0, 1]が存在し、基本解
が α-ヘルダー連続となることが示されていて、この指数 αはハルナック不等式などに現れる数々の
定数に依存している。これらの結果は、より一般の放物型方程式 ∂tu = ∇ · a∇u+ b · ∇u− cuの場
合に拡張され、同様の結論が得られている (Aronson (1967) または Stroock (1988) を参照のこと)。
非局所型生成作用素（対応する確率過程は stable-like process）の場合に対する類似の結果も Chen
and Kumagai (2003)によって得られている。
上の手法で基本解のヘルダー連続の指数を得るまでの計算は非常に複雑で具体的な値を計算する

のは難しく、指数の下からの評価を得ることも難しい。本講演では、このヘルダー連続の指数の下か
らの評価を確率論的手法を用いて考える。

B(x,R)を Rd における中心 x, 半径 Rの開球とする。次を仮定する。

d∑
i,j=1

sup
t∈[0,∞)

∫
Rd

∣∣∣∣ ∂

∂xj
aij(s, x)

∣∣∣∣θ e−m|x|dx ≤ M (3)

ここで、微分は弱微分の意味であり、θは [d,∞)∩ (2,∞)の元であるような定数、mとM は非負の
定数である。このとき、ソボレフの埋め込み定理により aの空間変数に関する連続性が得られる。す
なわち、任意の R > 0に対して [0,∞)上の非減少連続関数 ρR で ρR(0) = 0と

sup
t∈[0,∞)

sup
i,j

|aij(t, x)− aij(t, y)| ≤ ρR(|x− y|), x, y ∈ B(0;R).

を満たすようなものが存在する。ここで、仮定 (3)からは aの空間に関する局所ヘルダー連続性が得
られないことに注意する。本研究で得られた結果は次の定理である。

定理 1. 任意の R > 0と十分に小さい ε > 0に対し、d, ε, m, M , θ, R, ρR, Λ, ∥b∥∞, ∥c∥∞に依存
する定数 C が存在して

|p(0, x; t, y)− p(0, z; t, y)| ≤ Ct−d/2−1+ε/2eCt|x− z|1−ε

が t ∈ (0,∞), x, z ∈ B(0;R/2), y ∈ Rd に対して成り立つ。



定理 1は基本解 p(0, x; t, y)が xに関して局所 (1− ε)-ヘルダー連続であることを表している。証
明の鍵になる手法は Lindvall と Rogers (1986) により導入された確率微分方程式のカップリングで
ある。カップリングの手法を用いることにより、p(0, x; t, y)の xに関するヘルダー連続性を、係数の
滑らかさを用いずに、拡散過程の振動を用いて導くことができるということがこの証明のアイデア
である。

注意 2. aが単位行列の場合でも bが不連続であるとき、基本解が連続微分可能でない例が知られて
いる。

それでは、証明について少し述べることにする。aが滑らかな場合に、そのときの (1 − ε)-ヘル
ダー連続性に現れる定数が適切な依存性を持っていることを示す。一般の aに対しては滑らかなもの
で近似すればよい。滑らかな aに対して σ(t, x) := a(t, x)1/2(行列の平方根)とする。これに対して、
次の確率微分方程式を考える。 {

dXx
t = σ(t,Xx

t )dBt

Xx
0 = x.

(4)

(4)に現れるブラウン運動Btが成すフィルトレーションをFtと書くことにする。今、aが滑らかだ
と仮定してあるので (4)には pathwise uniqueness が成り立っていることに注意する。
この Xx を用いて p(0, x; t, y)を表すことを考える。Feynman-Kac の公式と Girsanov 変換を用

いることによって、(2)の解 uは

u(t, x) = E

[
f(Xx

t ) exp

(∫ t

0

⟨bσ(s,Xx
s ), dBs⟩

−1

2

∫ t

0

|bσ(s,Xx
s )|2ds+

∫ t

0

c(s,Xx
s )ds

)]
と表せる。ただし、bσ(t, x) := σ(t, x)−1b(t, x)である。Xxに対応する基本解を pX(s, x; t, y)と書く
ことにし、

E(s, t;Xx) := exp

(∫ t

s

⟨bσ(u,Xx
u), dBu⟩ −

1

2

∫ t

s

|bσ(u,Xx
u)|2du+

∫ t

s

c(u,Xx
u)du

)
とし、PXx

t =y をXx
t = yという条件の下での確率、EXx

t =y を PXx
t =y に関する期待値とすると、

p(0, x; t, y) = pX(0, x; t, y)EXx
t =y [E(0, t;Xx)] (5)

と表すことができる。よって、p(0, x; t, y) の x に関するヘルダー連続性を調べるためには、関数
x → pX(0, x; t, y)EXx

t =y [E(0, t;Xx)]のヘルダー連続性を調べればよいことになる。
Xx

t = yとなる確率は 0であるので、(5)で現れる条件付き期待値の計算は少々複雑であるが、X
の基本解 pX(s, x; t, y)を用いればある程度具体的に計算することができる。実際、s, t ∈ (0,∞)で
s < tを満たすものとし、A ∈ Fs としたとき、

PXx
t =y (A) =

1

pX(0, x; t, y)

∫
Rd

pX(s, ξ; t, y)P (A ∩ {Xx
s ∈ dξ}) (6)

が成り立つ。この式 (6)を用いることにより、(5)で現れる条件付き期待値を扱うことができるので
ある。ただ、当然のことであるが (6)の右辺の被積分関数は s ↑ tのときに発散する。この発散の度
合いを制御するために (3)を仮定していて、この仮定の下では次が成り立つ。

補題 3. τ1, τ2を停止時刻とする。このとき、任意の q > 2と十分小さい ε > 0と t ∈ (0,∞), s ∈ [0, t),
x, y ∈ Rd に対して、

pX(0, x; t, y)EXx
t =y [E(s ∧ τ1, s ∧ τ2;X

x)q] ≤ Ct−d/2−εeCq2t

が成り立つ。ただし、C は d, ε, m, M , θ, Λ, ∥b∥∞, ∥c∥∞ に依存する定数。

これにより、特に条件付き確率の下で E(s, t;Xx)は十分良い可積分性を持つことが分かる。あと
はカップリングの手法によって得られる xに関する連続性の度合いを調べれば良く、これについて
講演で詳しく述べる。
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1.
�������´��������µ�¶�·

E L Polish ¸VQ¹8f�º9º»V< o ∈ E LV8��[;V<�8Xy�zVn E \{o} ¼f. σ- ½V��r¥s ν 3�¾��º9
ν L:p�q-r�s�8mZG7>d�e6g�h'<>I-JGL (p(l))l∈D(p) 8mZG7'n l ∈ [0,∞) \D(p) ��� p(l) = o

8�� U>¿�À � U j kÁl 7N<'I�JGL p = (p(l))l≥0 8mÂ�`'9'Ã�Ä'Å6Æ-Ç6È�É'Ä'Ê�Ëx8:y'z6n
E b càdlàg path .>ÌKÍGL D = DE 8K�a9N;%<K3'»-s-Î-Ï-Z�7%8mÐKÑ�Z�7SÒ6.>Ì�ÍÓL

Do 8ÔÂx �n'Õ-Ö�I�JGL X = (X(t))t≥0 8mÂG`'9 Tx = inf{t > 0 : X(t) = x} 8mÂ� �n0×�Ø
8m;6<-3'Ù%Ú67 path .6¡68>Û'�G°mÜ4Ý o �>Þ�Zßn E .'à�á d 3 �%T�U 9>;�<Ó8:.'à�á�L
|x| = d(x, o) 8ÔÞ��:9 ‖w‖ = sup |w(t)| 8ÔÞ�ZKn'»-â63�9 D ¼�. σ- ½��'r�s n i 4 ã�ä

(N0) n(D \ (Do ∩ {0 < To <∞}) = 0;

(N1)
∫
D
(To ∧ 1)dn <∞;

(N2) n(D) = ∞;

(N3) n(‖X‖ ≥ r) <∞ for all r > 0

LXå�æNZ�8N`N9çt�u�v�w�8Xy'z�¡�8X3'Z�7 (
¿�À ¢ l æ��'è ) nß¡N.�8N`'9 ν Lép-q�r�s�8

ZG7X;6<Nê%d�e�g�hN<'I�J p ë kmì è�í�î Lévy I�J η(p; l) =
∑

s≤l To(p(s)) i���Ú67 ( ïð .�æ�ñ�9ç;6<���.NÐ-Ù���C T ÛN.G8ÔZ�7 ) n]¡ l 5��ÔM�O�P�QNI-J L(p; t) 65>òN/�1�\
Laó T-ô càdlàg I-J X(p; t) i'j kml 7'n�CK�9�¼-.>ã-ä ô4õ'ô 8:9>»�â%3 X(p; t) �KD
E�F�HºI�J�8º��� k C T n�¡�¡N��9:ö�?��f��iN÷�øf¸�Q�.çc��Ôù�}��N�����V3���`f7�8 Tú

Skorokhod .��'&�L'Ú�û U 9>/�1�r�s��6.>�������GL'|%}�7'n
ü�ý

1. � nn i n∞ 3Nt�u�v�w%þNÿ�������������8X��9 ¦�7 Polish ¸�Q Ẽ 8Xo�.�¼�. σ-

½6�'r-s ν̃ 9�65Nò
	'r����� Φn : Ẽ → D �-¦�Ø U���� Laå6æ'ZG¡68>L�� ú :

(G1) nn = (ν̃ ◦ Φ−1
n )|D\{o} for n = 1, 2, . . . and ∞;

(G2) Φn → Φ∞ in D, ν̃-a.e.;

(G3) To(Φn) → To(Φ∞) in [0,∞], ν̃-a.e.;

(G4) ¦67 N ∈ N i��
�x� U ∫ �
E

{
1 ∧ supn≥N To(Φn)

}
dν̃ <∞.

ü��
2. /¥1fr�sf� nn iç/f1fr�s n∞ 3��f��Z�7V8Ô�V�¹�º9V¢ k 3 n∞(X(To−) 6= o) = 0

8m�6�>Z�7'n6¡'.G8>`'9 νn LXp�q�r-s�8mZG7:;�<>ê6d�e6g�h><NI�JGL pn 8ÁÂ� �8:9
(X(pn), L(pn), η(pn))

law
−→ (X(p∞), L(p∞), η(p∞)) on D ×D � ×D� . (1)



2. ������� �������	��
	��������

[2] 3� T-U ��9 ¿�� I�J6.���� ¿6À 3'¾��X9������NE��6��3� õ 7������6.��N&�L'|
}Næ�n¥o l ��9 speed measure .�������� Bessel I�J�i�� l 7��� �8X9!����r�s%.������
��"�`ºr�s�i�� l 7��� �8X.$#�����¦ Øfæ�n-¡¥¡N����%�& ô�õ 3�' ���X9>��°Xñfë k�(�)*�+ q�L ����,�-�. ��I�JGL�/G}>9�o�.0��� ¿%À 3'¾�ZG7������6.'�6�-�N&GL'|6}�7>n
E = [0,∞) 8 �¬9 o = 0 8 Z 7Sn {X, (Px)x∈E � ;ß< = ? @0AßB DSE F H¬I0J � 9 n(X(0) 6=

0) = 0 65>ò n(X(T0−) 6= 0) = 0 L:���'ZG7>n�¢ k 3�9�1�2�.�< x � n(Tx < T0) > 0 L
�6�'Z�7Nn��03 1 < b < c 8 0 < ψ < 1 i��
��� U ��� L:å6æ'Zx8mZG7 :

(S1) {ΨX,Px}
law
= {X,Pψx} for all x. 4��a9 (Ψw)(t) = ψw(ct);

(S2) {b−1L(c·),P0}
law
= {L,P0}.

ξ L�5�6 F0+- 	Nr�798036� ξ ◦ Ψ−1 = ξ C%7�Û'.�8��:9 j L (0,∞) ¼�.Nr�s�8�� U 9
nξ,j(dw) = ξ(w)n(dw) +

∫

(0,∞)

j(dx)Pox(dw) (2)

8a�-ñ%7'n04 �:9 P
o
x �0;6<>Ð-Ñ-I�J4.'^-��8�ZG7>n nξ,j i>/-1-r�s4��¦%7680`'9'¾K£�Z

7:I�J�L {Xξ,j, Lξ,j, ηξ,j} 8mÂ� ¬n
ü
�

3 (small jumping-in).
��� L:�6�'ZG7 :

(S3-a) n(D \ [D1,x ∪D2,x]) = 0 for all x > 0.

4��:9 D1,x ={Tψnx → 0}, D2,x ={lim inf Tψnx ≥ To}.

(C-a) ξ∗(w) = ξ(w) +

∫

E\{o}

j(dx)

σ(x)
1D1,x

(w) 8aG �8'`'9 nξ∗,0 Ûa/�1�r�s6n
¡'.G8>`N9 n

(n)
ξ,j := bnnξ,j ◦ (Ψn)−1 �>/�1�r�s6.02;:�� nξ∗,0 3'����Z�7NnG¢ k 3�9

{
ΨnXξ,j, b

−nLξ,j(c
n·), c−nηξ,j(b

n·)
}

law
−→

{
Xξ∗,0, Lξ∗,0, ηξ∗,0

}
as n→ ∞. (3)

�6��i0<�=�3-C67'i�90�%ò�.�>�.'I�J%3'����ZG7�?�@6.��'&�Û'|%}�7'n
¤�8�� U 9>=�b (�) *�+ I�J6�-¦�Ø U Lamperti A�ù%�'¾�£�ZÓ7 Lévy I-J6i��0BDCFE

E�66.%ÛN.6L�G ú n-Ú�æ�90H��JI-=��:æ��'&�.>¤�8�� U 9 Walsh .�K9L�M�hON�PGÛ�G ú n
C��9 Sierpiński gasket/carpet ¼�.�K9L�M�h�N�P6��Û'9 n(D \D1,x) = 0 i��G} l�~0Q+ . ² 2�i'j kml 7>. ô i�90R6.�8'¡�S0T�ë k C T n
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Wong-Zakai approximation of solutions to reflecting stochastic

differential equations on domains in Euclidean spaces

Shigeki Aida
Tohoku University

This talk is based on a joint work with Kosuke Sasaki (SPA, 123, 2013, 3800-3827). Let
D be a connected domain in Rd. We define the set Nx of inward unit normal vectors at the
boundary point x ∈ ∂D by

Nx = ∪r>0Nx,r (1)

Nx,r =
{
n ∈ Rd | |n| = 1, B(x− rn, r) ∩D = ∅

}
, (2)

where B(z, r) = {y ∈ Rd | |y − z| < r}, z ∈ Rd, r > 0.
Let us recall what Skorohod problem is.

Definition 1 (Skorohod Problem on D̄). Let w(t) (0 ≤ t ≤ T ) be a continuous path on Rd with
w(0) ∈ D̄. The pair of paths (ξ, ϕ) on Rd is a solution of a Skorohod problem on D̄ associated
with w if the following properties hold.

(i) ξ(t) (0 ≤ t ≤ T ) is a continuous path in D̄ with ξ(0) = w(0).

(ii) It holds that ξ(t) = w(t) + ϕ(t) for all 0 ≤ t ≤ T .

(iii) ϕ(t) (0 ≤ t ≤ T ) is a continuous bounded variation path on Rd such that ϕ(0) = 0 and

ϕ(t) =

∫ t

0
n(s)d∥ϕ∥[0,s] (3)

∥ϕ∥[0,t] =
∫ t

0
1∂D(ξ(s))d∥ϕ∥[0,s]. (4)

where n(t) ∈ Nξ(t) if ξ(t) ∈ ∂D.

In the above, ∥ϕ∥[0,t] stands for the total variation of ϕ on [0, t]. When the solution ξ is unique,
we denote ξ = Γ(w) and we call the mapping Γ a Skorohod map.

In this talk, we consider domains whose boundary may not be smooth. More precisely, we
consider the following conditions (A), (B), (C) on domains following Saisho (PTRF 74, 1987)
and Lions-Sznitman (Comm.Pure Appl.Math. 37, 1984).

Definition 2. (A) (uniform exterior sphere condition). There exists a constant r0 > 0 such
that

Nx = Nx,r0 ̸= ∅ for any x ∈ ∂D. (5)

1



(B) There exist constants δ > 0 and β ≥ 1 satisfying:

for any x ∈ ∂D there exists a unit vector lx such that

(lx,n) ≥
1

β
for any n ∈ ∪y∈B(x,δ)∩∂DNy. (6)

(C) There exists a C2
b function f on Rd and a positive constant γ such that for any x ∈ ∂D,

y ∈ D̄, n ∈ Nx it holds that

(y − x,n) +
1

γ
((Df)(x),n) |y − x|2 ≥ 0. (7)

Note that the condition (C) holds locally when (A) and (B) hold. Under the assumptions
(A) and (B), Saisho proved the existence and uniqueness of the solution of the Skorohod problem
which improved the result in Lions-Sznitman∗ and Tanaka (Hiroshima Math.J.9,1979). More-
over, the Skorohod mapping Γ : w 7→ ξ is 1/2-Hölder continuous map in the uniform norm.

Let us explain the meaning of reflecting SDE. Let (Ω,F , P ) be a complete probability space
and Ft be the right-continuous filtration with the property that Ft contains all null sets of
(Ω,F , P ). Let B(t) be an Ft-Brownian motion on Rn. Let σ ∈ C(Rd → Rn ⊗ Rd), b ∈ C(Rd →
Rd) be continuous mappings. We consider an SDE with reflecting boundary condition on D̄:

X(t) = x+

∫ t

0
σ(X(s))dB(s) +

∫ t

0
b(X(s))ds+Φ(t), (8)

where x ∈ D̄. We denote this SDE by SDE(σ, b) simply. A pair of Ft-adapted continuous
processes (X(t),Φ(t)) is called a solution to (8) if the following holds. Let

Y (t) = x+

∫ t

0
σ(X(s))dB(s) +

∫ t

0
b(X(s))ds (9)

Then (X(·, ω),Φ(·, ω)) is a solution of the Skorohod problem associated with Y (·, ω) for almost
all ω ∈ Ω. Saisho proved that the existence and uniqueness of the solution to (8) under the
conditions (A) and (B) and the Lipschitz continuities on σ and b.

Now, we assume σ ∈ C2
b and b ∈ C1

b . Let N ∈ N. We define the Wong-Zakai approximation
XN to the solution X of the SDE(σ, b̃), where b̃(x) = b(x)+ 1

2tr(Dσ)[σ(x)·](·) as the solution to
the reflecting ODE:

XN (t) = x+

∫ t

0
σ(XN (s))dBN (s) +

∫ t

0
b(XN (s))ds+ΦN (t), (10)

where BN (t) is the piecewise linear approximation of B(t) at times {kT/N | 0 ≤ k ≤ N}. The
following our main theorem improves the weak convergence which were proved in Evans-Stroock
(SPA 121, 2011). When ∂D is bounded and smooth, the convergece in probability was proved
by Doss and Priouret (Z. Wahrsc. Verw. Gebiete 61, 1982).

Theorem 3 (A-Sasaki). Assume σ ∈ C2
b , b ∈ C1

b and conditions (A), (B) and (C). Let X be
the solution to SDE(σ, b̃), where b̃ = b + 1

2tr(Dσ)(σ). Let 0 < θ < 1. There exists a positive
constant CT,θ such that for all N ∈ N,

E

[
max
0≤t≤T

|XN (t)−X(t)|2
]
≤ CT,θ

(
T

N

)θ/6

. (11)

∗They assume additional assumptions “ admissibility condition on D”.
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Distributions of hitting times of Bessel processes and
zeros of modified Bessel functions

(濱名裕治氏，白井朋之氏との共同研究に基づく) 1

松本裕行 (青山学院大学)

§1. 分布関数と尾確率

{R(ν)
t }を指数 ν(または 2ν + 2次元)のBessel過程とし，生成作用素を G (ν)と書く：

G (ν) =
1

2

d2

dx2
+

2ν + 1

2x
, x > 0.

境界 0は，ν = 0のとき流入，−1 < ν < 0のとき正則，ν 5 −1のとき流出である．
R

(ν)
0 = aのとき b = 0への到達時刻を τ

(ν)
a,b と書く．

λ > 0のとき，[b,∞) ∋ x 7→ u(x) = E[exp(−λτ (ν)x,b )]は，固有値問題 G (ν)u = λuの xに
ついて単調減少で u(b) = 1をみたす解であり，0 < b < aであれば

E[exp(−λτ (ν)a,b )] =
a−νKν(a

√
2λ)

b−νKν(b
√
2λ)

が成り立つ．0 < a < bの場合は，Macdonald関数とも呼ばれる第 2種変形 Bessel関数
Kνを第 1種変形Bessel関数 Iνにおき変えればラプラス変換の表示が得られる．a, bの一
方が 0のときも同様であるが，ここでは省略する．
まず，このラプラス変換の逆変換を実行して到達時刻 τ

(ν)
a,b の分布関数の具体形を与え，

尾確率の漸近挙動が得られることを示す．0 < a < bのときは，自然境界∞を考える必要
がなく，結果はよく知られているので省略する．Kent(ZW, 1980)を参照されたい．

定理１．0 < b < aとする．|ν| > 3/2であり νが整数でないなら，次が成り立つ：

P (τ
(ν)
a,b 5 t) =

(
b

a

)ν+|ν| ∫ t

0

a− b√
2πs3

e−
(a−b)2

2s ds

−
(
b

a

)ν N(ν)∑
j=1

Kν(azν,j/b)

zν,jKν+1(zν,j)

∫ t

0

a− b√
2πs3

e
− (a−b)2

2s
+

(a−b)zν,j
√
t

b
√

s ds

−
(
b

a

)ν ∫ t

0

a− b√
2πs3

e−
(a−b)2

2s

[∫ ∞

0

e
−x(a−b)

√
t

b
√

s Lν,a/b(x)

x
dx

]
ds.

ここで，zν,j (j = 1, 2, ..., N(ν))はKν(z)の零点であり，関数 Lν,cは次で与えられる：

Lν,c(x) =
cos(πν){Iν(cx)Kν(x)− Iν(x)Kν(cx)}

Kν(x)2 + π2Iν(x)2 + 2π sin(πν)Kν(x)Iν(x)
.

1濱名-松本 (Trans AMS(2013)，J.Math-for-Industry(2012), 投稿中)，濱名-松本-白井 (preprint).



|ν| < 3/2のときはKνは零点をもたず右辺の第 2項は現れない，νが整数のときは右辺
の第 3項は現れないなどの違いはあるが，すべての場合について分布関数の具体形をKν

の零点および変形Bessel関数に関する積分によって与えることができる．

系． 0 < b < aのとき, ν > 0は整数ではない2とすると，t→ ∞のとき次が成り立つ：

P (τ
(ν)
a,b > t) = 1−

( b
a

)2ν

−
( b3
2a

)ν{(a
b

)ν

−
( b
a

)ν} 1

Γ(ν + 1)
· t−ν + o(t−ν).

その他の場合も同様に尾確率の漸近挙動を示すことができる．
到達時刻の確率密度に関しても，分布関数に関する表現，漸近挙動の両辺を形式的に微
分すれば結果が得られ，実際に証明することができる．

§2. Lévy測度

τ
(ν)
a,b の確率分布は無限分解可能である．次の等式から τ

(ν)
a,b の Lévy測度の具体形を与え

ることができる．Gν(x) = Kν(x)
2+π2Iν(x)

2+2π sin(πν)Kν(x)Iν(x)とおくと，次が成り
立つ：

Kν+1(z)

Kν(z)
= 1 +

2ν

z
+

N(ν)∑
j=1

1

zν,j − z
+ cos(πν)

∫ ∞

0

dx

x(x+ z)Gν(x)
. (*)

定理２．τ (ν)a,b の Lévy測度m
(ν)
a,b は次で与えられる Lebesgue測度に関する密度をもつ：

m
(ν)
a,b(ds)

ds
=
a− b√
2πs3

− 1

2
√
πs3

N(ν)∑
j=1

∫ ∞

0

e−
ξ2

4s

(
e

zν,jξ√
2a − e

zν,jξ√
2b

)
dξ

+
cos(πν)

2
√
πs3

∫ ∞

0

∫ ∞

0

1

ηGν(η)
e−

ξ2

4s

(
e
− ξη√

2a − e
− ξη√

2b

)
dξdη, s > 0.

§3. Wiener sausage への応用

等式 (*)の応用を 2つ述べる．第 1は，Wiener sausage の体積の期待値である．{Bt}
をB(0) = 0である d次元Brown運動とし，半径 r > 0の球に付随するWiener sausageを
W (t)と書く：W (t) = {y ∈ Rd ; |y −B(s)| < r をみたす s ∈ [0, t]が存在する }.
Urを原点中心，半径 rの球とすると，W (t)の体積 |W (t)|の期待値は

E[|W (t)|] = |Ur|+ L(d)(t), ただし， L(d)(t) =

∫
Rd\Ur

Px(τ 5 t)dx

によって与えられることが知られている．ここで，Pxは xを出発点とするWiener測度，

τ = inf{t = 0;B(t) ∈ Ur} (
(law)
= τ

((d/2)−2)
|x|,r ) であり，∫ ∞

0

e−λtPx(τ 5 t)dt =
|∂Ur|√
2λ3

Kd/2(r
√
2λ)

Kd/2−1(r
√
2λ)

2ν が整数でも異なる表現をもつ定数に対して結果が得られるが，定数の一致が証明できていない．



が成り立つ．dが奇数であればKd/2は初等関数であり，d = 1, 3の場合の結果はよく知ら
れている．dが大きい場合は濱名氏 (JMSJ, 2010)が具体形，漸近挙動を示した．
上の等式 (*)を用いることにより，dが偶数の場合に次を得た．

定理３．(1) d = 2のとき，

L(2)(t) = 2πr

[√
2t

π
+

√
2r2√
πt

∫ ∞

0

∫ ∞

0

xy − 1 + e−xy

y3G0(y)
e−

r2x2

2t dxdy

]
.

(2) d = 4のとき，

L(4)(t) = 2π2r2
[
t+

√
2r3√
πt

∫ ∞

0

∫ ∞

0

1− e−xy

y3G1(y)
e−

r2x2

2t dxdy

]
.

(3) dが 6以上の偶数のとき，

L(d)(t) =Sd−1r
d−2

[
(d− 2)t

2
+

r2

d− 4
−

√
2r3√
πt

Nd∑
j=1

1

(z
(d)
j )2

∫ ∞

0

e−
r2x2

2t
+z

(d)
j xdx

+
(−1)d/2−1

√
2r3√

πt

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−xy

y3G(d−2)/2(y)
e−

r2x2

2t dxdy

]
.

t→ ∞のときの漸近挙動が興味深いので，講演中に述べる．

§4. Kνの零点のみたす代数方程式

ここまでは，確率論的な諸量に対するKνの零点を用いた表示を与えた．最後に，等式
(*)から零点に対する代数方程式が得られることを示す．
Kν(z)の z → ∞のときのよく知られた漸近展開を用いると，(*)の左辺の漸近展開が
できる．右辺は簡単な形をしているので，その漸近展開は容易である．これらを合わせる
と，帰納的に定まる実数列 {an}が存在して，(a0 = 1, a1 = ν + 1

2
, a2 =

1
2
(ν2 − 1

4
),

a3 = −1
2
(ν2 − 1

4
), a4 = −1

8
(ν2 − 1

4
)(ν2 − 25

4
), a5 =

1
2
(ν2 − 1

4
)(ν2 − 13

4
), ...)

N(ν)∑
j=1

(zν,j)
n = −an+1 + (−1)n cos(πν)

∫ ∞

0

xn−1

Gν(x)
dx (n = 1, 2, ...)

が成り立つことが分かる．
右辺の積分に対する数値計算は各種の方法により可能で，この代数方程式の数値解も得
られる．結果の一部を講演中に与える．
(*)の両辺の z → 0としたときの漸近展開も可能であり，これから零点の逆数 (zν,j)

−1

に対する代数方程式を得る．零点に対して同じ数値解が得られ，結果の確認ができる．



2次Wiener汎関数について

谷口説男 (九州大学基幹教育院）

本講演では，いくつかの 2次Wiener汎関数の例を振り返ったのち，新たな具体例につ
いて報告する．

(W ,H, µ)を抽象Wiener空間，すなわち，実可分Banach空間W，Wに連続かつ稠密
に埋め込める実可分Hilbert空間H，およびW 上の次のような特性関数を持つGauss測
度 µの三つ組とする．∫

W
eiℓ(w)µ(dw) = e−

1
2
∥ℓ∥2H (∀ℓ ∈ W∗ ⊂ H∗ = H).

ただし，W∗はWの双対空間であり，∥ · ∥HはHilbert空間Hのノルムである．H⊗nをHn

上のHilber-Schmidt型R-値n重線形線形写像からなる実可分Hilbert空間とする．Wiener
汎関数 F のMalliavin解析の意味での n階微分∇nF は “H⊗n-値”Wiener汎関数である．

q ∈ L2(µ)が 2次Wiener汎関数であるとは，3階微分∇3q = 0となることをいう．
h ∈ Hと対称なHilbert-Schmidt作用素A : H → Hを，それぞれH-値，H⊗2-値の定数値
Wiener汎関数と考え，微分∇の共役作用素∇∗を作用させて得られる

QA
def
= (∇∗)2A, ∇∗h

は共に 2次Wiener汎関数である．逆に，Malliavin解析の意味での微分∇F = 0となる
H⊗n-値Wiener汎関数は定数関数となることに注意すれば，2次Wiener汎関数 qは次の
ような表現を持つことが証明できる．

q =
1

2
QA +∇∗h+ c, ただし，A = ∇2q, h = E[∇q], c = E[q]

とし，Eは µに関する期待値である．この表示のもと，十分小さい実部を持つ ζ ∈ Cに対
する qの Fourier-Laplace型変換は次のようになる．

E[eζq] =
1√

det2(I − ζA)
eζce⟨(I−ζA)−1h,h⟩H . (1)

W を特定し直接的にAの固有関数展開を求めることで 2次Wiener汎関数の Fourier-
Laplace型変換の具体的な表示を求めることができる．たとえば，次のような 2次Wiener
汎関数である．

(i) [0, T ]上の 1次元Wiener空間W1
T における hT

def
=

∫ T

0

θ2t dt．ただし，θt(w) = w(t)

(w ∈ W1
T )とする．

(ii) W1
T における vT

def
=

∫ T

0

(θt − θ)2dt．ただし，θ =
1

T

∫ T

0

θtdt とおく．

(iii) [0, T ]上の 2次元Wiener空間W2
T における sT

def
=

∫ T

0

⟨Jθt, dθt⟩R2．ただし，J =(
0 −1
1 0

)
である．



(iv) W1
T における

∫ T

0

(∫ T

t

θsds

)2

dt．これは，1
4
∥∇hT∥2Hと一致しており，hT に関する

停留位相法を考える際に自然に出現する．

(v) [0, T ]上の n次元Wiener空間Wn
T における

∫ T

0

⟨c, ξp(t)⟩2Rndt + ⟨Bξp(T ), ξp(T )⟩Rn．

ただし，c ∈ Rn, B ∈ Rn×n,p = (p1, . . . , pn) ∈ Rn，ξip(t) = e−pit

∫ t

0

ep
isdθis (i =

1, . . . , n)とする．

　これは，KdV方程式のソリトン解 (無反射ポテンシャル)を構成する際に現れる．

(vi) [0, T ]2 上のW (t, 0) = W (0, s) = 0となる 2変数連続関数W (t, s)の全体W上の∫
[0,T ]2

W (t, s)2dtds．これは hT の自然な拡張である．

(vii) [0, 1]上の1次元ピンドWiener空間における
∫ 1

0

θ2t
t(1− t)

dt．これはAnderson-Darling

統計量と関連して出現する．

(viii) W2
T における

∫ T

0

⟨Jξp(t), dξp(t)⟩R2．ただし，p = (p, p)とする．

本講演では，上記 (iv)∼(viii)について簡単に紹介したのち，(viii)を一般化して得られ
る，以下に述べるW2

T の 2 次Wiener汎関数について報告する．
C1-級関数 ϕ : (0,∞) → (0,∞)に対し，R2-値確率過程 {Θϕ(t) = (Θϕ,1(t),Θϕ,2(t))}t≦T

を

Θϕ,α(t) =


1

ϕ(t)

∫ t

0

ϕ(s)dθα(s) (t > 0),

0 (t = 0),

α = 1, 2

と定義する．これを用いて {sϕ(t)}t≦T を

sϕ(t) =
1

2

∫ t

0

⟨JΘϕ(s), dΘϕ(s)⟩R2

と定義する．

˙︷︸︸︷
Ah (t) = J

{
Θϕ

t [h]− ϕ(t)

(∫ T

t

ϕ′(s)

ϕ(s)2
Θϕ

s [h]ds

)}
(t ≦ T, h ∈ H)

で与えられる対称なHilbert-Schmidt作用素A : H → Hを用いて

sϕ(T ) =
1

2
QA

と表現できること，さらにこのAについての考察から得られるE[eζs
ϕ(T )]の具体形につい

て紹介する．さらに，Cameron-Martinに由来する Strum-Liouville方程式を用いる手法を
利用して得られる別の表示についても紹介する．



�次元拡散作用素の固有関数のいくつかの具体例について

重川 一郎 京都大学

� �������	�
��

�������多項式が ���	����
�������� 作用素の固有関数であることはよく知られている．こ
こで ������� 多項式は次で定義されるものである．

����� �
�����

��
��

��� ��

���
���

���� � � �� �� � � � ���

この多項式は次の性質をみたす．

� �

���� � ��������

即ち ������� 多項式を微分したものは再び ������� 多項式で，固有関数になっている．こ
のことから固有関数を微分すると，再び固有関数が得られることが予想できる．実際あるク
ラスの �次元拡散作用素に対して，このことを一般的に示すことが出来る．

� �次元拡散作用素

区間 � � �	� 
� 上の拡散作用素を考える．� 上に ��級関数 �  �� �  � が与えられている
とする．� 上に測度 � � ��� を与える．以後 ����� の代わりに ����� という形で，密度関
数で測度を表すことにする．そして ������ 空間 � � ����� 上で，次のような作用素を考
える．

�� �
�

�
�������� ���

対応する �������� 形式は

� ��� �� �

�
�

�

������ ��� ���

である．境界条件は必要な場合は ������� 条件を課す．� � �� � ��� ��� と定めると

�� � ���� � ���� �!�

である．さらに
"�� � ���� � ��� � ���� � ��� �#�

と定める．"� は ������ での作用素とみなす．このとき，次が成立する．

定理 ���� �� が上に有界であるとする．すると �� � ����� ��� と � "�� � ��������� ����� ���

は � を除いて同じスペクトルを持つ．但し � には ������� 条件を課し，"� は台がコンパ
クトな関数に制限した ������� $��� の閉包として定まるものを取る．さらに固有関数の対
応は � �� �� で与えられる．

� �������

以下で定理 �%� の具体例を与える．



��� 平方 ������ 過程

� � &���� とし生成作用素として

�
��

���
� �� � ��

�

��
�'�

を考える．定理 �%� の設定の下では � � �� � � �� ととったことになる．作用素は

�� � ���� � �� � ����� "�� � ���� � �� � ����

で与えられる．� と "� は同じスペクトルを持ち，固有関数の対応は微分で与えられる．固
有関数の表示には超幾何関数

�����( �� �
��
���

�

������
�� �)�

を使う．以下 ���( �� � �����( �� と記す．また ����� � ���� �( �� と略記する%

命題 ���� 次の関係式が成り立つ．

�� �
�

�
������ ��� � ��� ��������� ��

��� �  �� のとき

固有値 �� �� � �� の固有関数は ��� � �(���� で

�

��
&��� � �(����* �

�

� � �
��� � �(�����

��� � � � のとき固有値 �� �� � �� の固有関数は ������� �( ��� で

�

��
&������� �(����* � �����������(����

注意 ���� 関数 � は本質的に +�		� 関数である．

��� � ������ � ,�� � �������������
�

!��� �-�

注意 ���� 固有関数の意味は次のスペクトル分解による．����� 変換を

"��&� *��� �

�
�

�

����,�� � ������� � �(������ ��� �.�

と定義すると

���� �

�
�

�

"��&� *���,��� ������� � �(������ �� ����

および次の /��	�0� の等式が成立する．�
�

�

������� �� �

�
�

�

"��&� *���
��� ��� ����



��� 有限区間の平方 ������ 過程

� � &�� �* で � ��

���
� �� � �� �

��
を考える．� での境界条件は，������� と �������� で考え

る．���� �� で +�		� 関数 �� の � 番目の零点とする．

��� �  �� のとき

&��������� �������*系列の固有値 � ���������

��
に対する固有関数1 �����(� ���������

��
��

&��������� ��������* 系列の固有値 � �������

��
に対する固有関数1 ��� � �(� �������

��
��

��� � � � のとき

&�2��� �������* 系列の固有値 � ��������

��
に対する固有関数1 ������� �(� ��������

��
���

&�2��� ��������* 系列の固有値 � ���������

��
に対する固有関数1 ������� �(� ���������

��
��

��� 	
���� 多項式

� � &���� とし 3� ����� 多項式に対応する次の作用素を

�� � ���� � �� � �� �����

で定める．定理 �%� の設定の下で，� � �� � � ����� とした場合で

�� � ���� � �� � �� ����� "�� � ���� � �� � �� ���� � ��

� と "� は同じスペクトルを持ち，固有関数の対応は微分で与えられる．固有関数の表示に
は超幾何関数

�����( �( �� �
��
���

����
������

��� ����

を使う．以下 ���� �( �� � �����( �( �� と記す．

��� �  �� のとき

�������� 系列の固有値 �� に対する固有関数 は ����� � � �( �� �� � �� �� � � � �で

&����� � � �( ��*� � �
�

� � �
���� � �� �� �( ��

が成り立つ．

��� � � � のとき

�������� 系列の固有値 ���� に対する固有関数 は �������� ���( �� �� � �� �� � � � �
で

&�������� �� �( ��*� � ��������������( ��

が成り立つ．

注意 ���� 関数 � は本質的に 3� ����� 多項式である．

����
� ��� �

�� � ���
��

����� � � �( �� ����

その他 4����� 多項式に関しても同様のことが成り立つ．



Games of singular control and stopping driven by
spectrally one-sided Lévy processes

Kazutoshi Yamazaki
Department of Mathematics
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Joint with Daniel Hernández-Hernández (CIMAT)

We study a zero-sum game where the evolution of a spectrally one-sided Lévy
process is modified by a singular controller and is terminated by the stopper. Let
(Ω,F ,P) be a probability space hosting a spectrally one-sided Lévy process X =
{Xt; t ≥ 0}. Let Px be the conditional probability under which X0 = x (also let
P ≡ P0), and let F := {Ft : t ≥ 0} be the filtration generated by X.

The games analyzed in this paper consist of two players. The controller chooses
a process ξ ∈ Ξ, which denotes the set of nondecreasing and right-continuous F-
adapted processes with ξ0− := 0, while the stopper chooses the time τ ∈ Υ among
the set of F-stopping times Υ. The controller minimizes and the stopper maximizes
the common performance criterion:

J(x; ξ, τ) := Ex
[∫ τ

0

e−qth(U ξ
t )dt+

∫
[0,τ ]

e−qtdξt + e−qτg(U ξ
τ )1{τ<∞}

]
,

where U ξ is a right-continuous controlled process defined by

U ξ
t := Xt + ξt, t ≥ 0.

The problem is to show the existence of a saddle point, or equivalently a Nash
equilibrium (ξ∗, τ ∗) ∈ Ξ×Υ, such that

J(x; ξ∗, τ) ≤ J(x; ξ∗, τ ∗) ≤ J(x; ξ, τ ∗), (0. 1)

for any ξ ∈ Ξ and any stopping time τ ∈ Υ; in this case we call J(x; ξ∗, τ ∗) the value
function of the game.

1



In this paper, we consider for X a general spectrally negative or positive Lévy
process and show under a suitable condition that a saddle point is given by (ξa, τa,b)
for some a < b, where we define

ξat := sup
0≤t′≤t

(a−Xt′) ∨ 0, t ≥ 0,

τa,b := inf{t ≥ 0 : U ξa

t > b}.

The saddle point and the corresponding value function is written in terms of the
scale function. Numerical examples under phase-type Lévy processes are also given.

References

[1] Hernández-Hernández, D. and Yamazaki, K., Games of singular con-
trol and stopping driven by spectrally one-sided Lévy processes, arXiv:1308.3141,
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ある積分方程式の解の確率表現

A Probabilistic Representation of Solutions to
A Class of Integral Equations

道工勇 (Isamu Dôku) 埼玉大学 (Saitama Univ.） e-mail: idoku@mail.saitama-u.ac.jp

D0 = R3\{0}, R+ = [0,∞)とし, α ·β, (α, β ∈ C3)で内積を表し, ex = x/|x|, (x ∈ D0)

と定める. 未知関数 u ≡ u(t, x) : R+ ×D0 → C3 に関する下記の積分方程式を考える.

eλt|x|
2

u(t, x) = u0(x) +
λ

2

∫ t

0

ds eλs|x|
2

∫
p(s, x, y;u)n(x, y)dy

+
λ

2

∫ t

0

eλs|x|
2

f(s, x)ds, ∀(t, x) ∈ R+ ×D0 (1)

ここで, λ > 0, u0 : D0 → C3, u(t, x)|t=0 = u0(x), f(t, x) : R+×D0 → C3, f(t, x)/|x|2

= f̃ ∈ L1(R+), p(t, x, y;u) = u(x, y) · ex {u(t, x− y) − ex(u(t, x− y) · ex)} である. 一

方, マルコフ核 K : D0 → D0 ×D0 を元 z ∈ D0 に対して, Kz(dx, dy) ∈ P(D0 ×D0)

であって, 正値可測関数 h = h(x, y) に対して, D0 × D0 上の可測関数 k > 0 がとれて∫∫
h(x, y)Kz(dx, dy) =

∫
h(x, z − x)k(x, z)dx, k(x, y) = i|x|−2n(x, y) と定め, R+ 上

の任意の可測関数 f, g > 0 に対して∫
h(|z|)ν(dz)

∫
g(|x|)Kz(dx, dy) =

∫
g(|z|)ν(dz)

∫
h(|y|)Kz(dx, dy) (2)

が成り立つとする. ただし, ν(dz) = |z|−3dz である.

C3 内において, 要素 z の直交部分への射影を Projz(·)と表し, β, γ の z ∈ D0 に対する

⋆ 積を β⋆[z]γ = −i (β · ez) Projz(γ) と定める. いま分枝率がパラメータ λ|x|2 で与え
られ, 分枝機構が等確率の２元的なもので, 子分枝粒子の挙動（分布）がKx で定まる, 空間

D0 上の連続時間２元臨界的分枝過程 ZKx(t) を考える. このとき, この ZKx(t) の定める

樹形構造に着目して, マーク付き樹木 ω = (t, (tm), (xm), (ηm), m ∈ V) の空間を Ω とす

る. また Pt,x を Ω 上の確率測度で時間逆進行の ZKx(t) の法則とする. ここで t は共通

の祖先が誕生した時刻とし, ηm = 0 で粒子 xm は死滅し, ηm = 1 で２つの子孫 xm1, xm2

を生成するものとする. ただし, V = ∪ℓ≥0{1, 2}ℓ は樹形構造を記述するための長さ ℓ の

有限記号系列であるラベル全体の集合である. Ω ∋ ω に対して, N (ω) で樹形分岐点とな

る節点のラベル全体, V \ N (ω) ∋ m の直属の節点が N (ω) に入るものの中で正時間部

分 tm(ω) > 0 を N+(ω), 非負時間部分 tm(ω) 6 0 を N−(ω) と表し, N(ω) = N+(ω)

∪ N−(ω) とする. つぎに Θm(ω) は m ∈ N+(ω) なら f̃(tm(ω), xm(ω)), m ∈ N−(ω)
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なら u0(xm(ω)) を表すとする. このとき, Ξm1
m2.m3

(ω) ≡ Ξm1
m2,m3

[u0, f ](ω) := Θm2(ω)

⋆[xm1 ]
Θm3(ω) と定める. ただし, 積の順序は自然順序 ≺ に関して lexicographically に

m ≺ m′ のとき m のものが左に, m′ のものが右にくるように書き表すものとする. また

m ∈ V が樹形の単独端点のラベルのとき, Ξ∅
m,∅(ω) = Θm(ω) とする. N (ω) における各

節点で, 上述のような設定の下で ⋆ 積を帰納的に実行して得られる量（樹状 ⋆ 積汎関

数）を
M

⟨u0,f⟩
⋆ (ω) =

∏
⋆[xm̃]Ξ

m1
m2.m3

[u0, f ](ω) (3)

と表す. ここで m1 ∈ N (ω), m2,m3 ∈ N(ω) であり, (3) 式の ⋆ 積
∏

⋆ は |m1| = ℓ の

とき m̃ ∈ N (ω) ∩ {|m̃| = ℓ− 1} なる xm̃ に関して ⋆ 積を lexicographical な順にとる

ことを意味する.

一方, ２元的樹木の節点 (xm) に依って索引付けられた, 重み (U,F ) 付き樹状 ∗ 積汎
関数 M

⟨U,F ⟩
∗ (ω) を構成する. ここで U (F ) はそれぞれ D0 (R+ ×D0) 上の非負可測関

数で, 各 x ごとに F (·, x) ∈ L1(R+) である. また汎関数構成時の積は通常の乗数積 ∗ を
とったものである.

定理. |u0(x)| 6 U(x), |f̃(t, x)| 6 F (t, x), (∀t, x), かつ ∀t > 0 に対して, Et,x[M
⟨U,F ⟩
∗ ]

< ∞, a.e.-x を仮定する. このとき, ２元臨界的分枝過程 ZKx(t) の定める樹形構造から

決まる節点のラベル集合により索引付けられた, ある適当な重み (u0, f) 付き樹状 ⋆ 積汎
関数M

⟨u0,f⟩
⋆ (ω) が存在して, u(t, x) = Et,x[M

⟨u0,f⟩
⋆ ] は積分方程式 (1) の一意解である.

ただし Et,x は確率測度 Pt,x による期待値を表す.
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Identification of a noncausal Itô process from the stochastic Fourier

coefficients

小川 重義 （立命館大学）
植村 英明 （愛知教育大学）

(i) Noncausal Itô 過程の確率 Fourier 係数.　 (Ω,F , P )を１次元Wiener空間とする。非因果
的過程 a(t, ω), b(t, ω)に対して dXt = b(t, ω)dt+a(t, ω)dWtで定義される確率過程Xtをnoncausal
Itô 過程と呼ぶ。ここで dWt は非因果的確率積分を意味する。L2([0, 1], dt) の完全正規直交基底
{ϕn(t)} に対して，

Fn(dX) =
∫ 1

0
ϕn(t)dXt

(
=

∫ 1

0
ϕn(t)a(t, ω)dWt +

∫ 1

0
ϕn(t)b(t, ω)dt

)
(1)

をXtの {ϕn(t)} に対する確率 Fourier 係数と呼ぶ (z は z の複素共役）。ただし上の dXtによる
積分はRiemann和の極限として定義する。
本講演では三角関数系 {ek(t) := exp{2π

√
−1kt}, k ∈ Z} に対する確率 Fourier 係数 Fn(dX)

による a(t, ω), b(t, ω) の再現可能性についての考察結果を報告する。(1) の正確な定義のために次
の準備を行う。

(ii) Skorokhod 積分.　 f(t, ω) ∈ L2([0, 1] × Ω, dt × dP ) は次の Wiener-Itô 展開を持つ。

f(t, ω) =
∞∑

n=0

In(kf
n(t)).

ここで In(kf
n(t)) は kf

n(t) を被積分関数とする n 重 Wiener 積分を表す：
kf

n(t) = kf
n(t; t1, t2, . . . , tn)

In(kf
n(t)) =

∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0
kf

n(t; t1, t2, . . . , tn)dWt1 · · · dWtn .

ただし kf
n(t) は L2([0, 1]n, dt1 · · · dtn) の元で t1, t2, . . . , tn に関して対称なものとする。

E[|f(t, ω)|2] =
∞∑

n=0

n!|kf (t; ·)|2n (|kf (t, ·)|nは kf (t; ·)の L2([0, 1]n, dt1 · · · dtn)ノルム)

に注意する。ここで f(t, ω) の Skorokhod 積分
∫ 1
0 f(t, ω)dWt を次で定義する。∫ 1

0
f(t, ω)dWt =

∞∑
n=0

In+1(kf
n(·)∼).

ただし kf
n(·)∼ は kf

n(·) の対称化を表す。また g(ω) =
∑∞

n=0 In(kg
n(t1 . . . , tn)) に対して，

Dtg(ω) =
∑∞

n=1 In−1(nkg
n(t1 . . . , tn−1, t)) と定義する。

L2,1 =
{

f(t, ω)
∣∣∣ ∞∑

n=0

(n + 1)!|kf
n|2n+1 < ∞

}
, L2,2 =

{
f(t, ω)

∣∣∣ ∞∑
n=0

(n + 2)!|kf
n|2n+1 < ∞

}



( |kf
n|2n+1 =

∫ 1
0 |kf (t; ·)|2ndt ) とおくと，f(t, ω) ∈ L2,1 の Skorokhod 積分

∫ 1
0 f(t, ω)dWt は

L2(Ω, dP ) の元として定まる。

(iii) Bohr畳み込みによる再現定理.　

定理 1. a(t, ω) ∈ L2,2, b(t, ω) ∈ L2,1とする。このとき

lim
N→∞

1
2N + 1

∑
k+ℓ=n,|ℓ|≤N

(∫ 1

0
a(t, ω)ek(t)dWt +

∫ 1

0
b(t, ω)ek(t)dt

) ∫ 1

0
eℓ(t)dWt

=
∫ 1

0
a(t, ω)en(t)dt in L2(Ω, dP ).

が成り立つ。

これは次の命題から導かれる。（ b(t, ω) についての同様の命題は講演時に述べる。）

命題 1. a(t, ω) ∈ L2,2, e(t) ∈ L2([0, 1], dt) に対して次式が a.s. に成立する。∫ 1

0
a(t, ω)dWt

∫ 1

0
e(t)dWt

=
∫ 1

0

(∫ 1

0
a(s, ω)dWs

)
e(t)dWt +

∫ 1

0

(∫ 1

0
Dta(s, ω)dWs

)
e(t)dt +

∫ 1

0
a(t, ω)e(t)dt.

(iv) a(t, ω), b(t, ω) ∈ Lp(dP )の場合. 　 p ∈ (1, 2)のとき，Xtは Skorokhod積分では定義でき
ない。そこでこの場合には確率積分項

∫
dWt はMalliavin解析における divergenceとしてとらえ

る。さらに p ∈ (1,∞)とする。Hilbert空間K に対してWatanabe空間 Dα
p (K)を考える：

Dα
p (K) = (I − L)−α/2Lp(Ω → K, dP ) (p ∈ (1,∞), α ∈ R)

ここでLはOrnstein-Uhlenbeck作用素を表す。するとこの状況下においても次の定理が成り立つ。

定理 2. p ∈ (1,∞),α ∈ Rとし，a(t, ω) ∈ Dα+2
p (L2([0, 1] → C)), b(t, ω) ∈ Dα+1

p (L2([0, 1] → C))
とする。このとき

lim
N→∞

1
2N + 1

∑
k+ℓ=n,|ℓ|≤N

(∫ 1

0
a(t, ω)ek(t)dWt +

∫ 1

0
b(t, ω)ek(t)dt

) ∫ 1

0
eℓ(t)dWt

=
∫ 1

0
a(t, ω)en(t)dt in Dα

p (C).

が成り立つ。
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Stochastic Coulomb systems in infinte-dimensions

2013/9/22/月 長田博文 (九州大学)

Stochastic Coulomb systems in infinte-dimensionsとはユークリッド空間内の無限粒子系で、d次元空間

において、e次元クーロンポテンシャルによって相互作用するものである。ここでは平衡移動不変なもの

を考えまた、逆温度を β と置くことにする。とくに d = eの場合が興味深く、strict stochastic Coulomb

systems in infinte-dimensions と呼ぶことにする。

この設定で考えた場合、結果として得られる無限粒子系は、クーロンポテンシャルの相互作用の遠方での

強さによって、従来の Gibbs測度（Ruelleクラスのポテンシャルで相互作用する）とは、異なる様相を見

せる。この講演においては、その幾何的および力学的性質について語る。

実は、現時点で構成されている strict stochastic Coulomb systems in infinte-dimensionsは、Ginibre点

過程、つまり (d, e, β) = (2, 2, 2)の場合だけである。

Ginibre点過程に対して、幾何的には、restore Palm density公式が成り立つ。そして、その応用として、

力学的には、tagged粒子が、劣拡散的であることが分かる。

この結果は、2006年に講演者が得た予想を肯定的に解決するもので有る。また、2007年に講演者は一般

次元の strict Coulomb 力学系に対し、逆温度 βの値に応じて、tagged粒子の力学的性質が著しく変化する

という、相転移予想を得たが、それの対象として、現時点で唯一存在する点過程（Ginibre点過程）にたい

して、予想を肯定するものである。
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Asymptotic Expansion of A Gaussian Integral of

the Chern-Simons Lagragian

Itaru Mitoma

Let M be a compact oriented smooth 3-manifold, G a simply connected, connected
compact simple Lie group, g the associated Lie algebra and Ωr(M, g) the space of g-valued
smooth r-forms on M with the inner product ( , ). We may identify A of connections on
a principal G-bundle over M with Ω1(M, g).

The Chern-Simons integral of the Wilson line F (A) is given by

(0.1)
∫
A/G

F (A) eL(A) D(A),

where the Chern-Simons Lagrangian L is defined by

L(A) = −
√
−1k

4π

∫
M

Tr
{

A ∧ dA +
2
3
A ∧ A ∧ A

}
.

Here D(A) is the Feynman measure integrating over all gauge orbits, Tr denotes the trace
in the adjoint representation of the Lie algebra g, and the parameter k is a positive integer
called the level of charges.

Then we replace D(A) by a standard Gaussian measure, which is called a Gaussian
integral of the Chern-Simons Lagrangian.

Let QA0 be a twisted Dirac operator coming from the Lorentz gauge fixing of (0.1)
and λi and ei = (eA

i , eφ
i ), i = 1, 2, . . . the eigenvalues and eigenvectors of QA0 .

For a sufficiently large integer p, we define the Hilbert subspace Hp(Ω+) of L2(Ω+) =
L2

(
Ω1(M, g) ⊕ Ω3(M, g)

)
with new inner product ( , )p defined by(

(A,φ), (B,ϕ)
)
p

=
(
A,

(
I + Q2

A0

)p
B

)
+

(
φ,

(
I + Q2

A0

)p
ϕ
)
,

where I is the identity operator on L2(Ω+).
Now, let H = Hp(Ω+) and (B,H, µ) an abstract Wiener space.
Let denote ε-regularized Wilson line by F ε

A0
(x), (Mitoma-Nishikawa) and the regular-

ized determinant coming from the Lorentz gauge fixing, by detReg(x), (Albeverio-Mitoma).
From now on, we use the brief notations such that

βj =
(
1 + λ2

j

)−p/2
, hj = βjej and aj = β2

j λj .

Then a Gaussian integral of the Chern-Simons Lagrangian in an abstract Wiener space
setting is defined by

1



(0.2)

1
ZG

∫
B

F̃ ε
A0

(
1
3
√

k
x) exp

[
i

3
√

kCS(x)
]

× exp
[
i

∞∑
abc=1

〈x, ha〉〈x, hb〉〈x, hc〉βaβbβcTabc

]
µ(dx),

where
ZG =

∫
B

exp
[
i

3
√

kCS(x)
]
µ(dx),

F̃ ε
A0

(x) = F ε
A0

(x) detReg(x),

CS(x) =
∞∑

j=1

aj〈x, hj〉2 < +∞,

Tabc = −
∫

M
Tr

1
6π

eA
a

∧
eA
b

∧
eA
c ,

and 〈·, ·〉 denotes the bilinear form of B and its dual space B∗.
By the Fujiwara-Kumano-go method [1, 2], we obtain

Theorem. If we take for sufficiently large p of Hp in the abstract Wiener space, we have
the following asymptotic expansion up to order 2N :

(0.2) = F̃ ε
A0

(0)

+
N∑

s=1

(
s∑

r=1

( ∑
1≤j1<j2<j3···<jr<∞

( ∑
m1,m2,··· ,mr≥1,m1+m2+···+mr=s r∏

q=1

1
2mqmq!(1 − 2i 3

√
kajq)mq

∇2mq

hjq


F̃ ε

A0
(

1
3
√

k
x) exp

[
i

∞∑
abc=1

〈x, ha〉〈x, hb〉〈x, hc〉βaβbβcTabc

])
(0)

)))

+ O

(( ∞∑
j=1

j16N+16
β2

j

|1 − 2i 3
√

kaj |

)N+1
)}

,

for sufficiently large k.
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