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D0 = R3\{0}, R+ = [0,∞)とし, α ·β, (α, β ∈ C3)で内積を表し, ex = x/|x|, (x ∈ D0)

と定める. 未知関数 u ≡ u(t, x) : R+ ×D0 → C3 に関する下記の積分方程式を考える.
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f(s, x)ds, ∀(t, x) ∈ R+ ×D0 (1)

ここで, λ > 0, u0 : D0 → C3, u(t, x)|t=0 = u0(x), f(t, x) : R+×D0 → C3, f(t, x)/|x|2

= f̃ ∈ L1(R+), p(t, x, y;u) = u(x, y) · ex {u(t, x− y) − ex(u(t, x− y) · ex)} である. 一

方, マルコフ核 K : D0 → D0 ×D0 を元 z ∈ D0 に対して, Kz(dx, dy) ∈ P(D0 ×D0)

であって, 正値可測関数 h = h(x, y) に対して, D0 × D0 上の可測関数 k > 0 がとれて∫∫
h(x, y)Kz(dx, dy) =

∫
h(x, z − x)k(x, z)dx, k(x, y) = i|x|−2n(x, y) と定め, R+ 上

の任意の可測関数 f, g > 0 に対して∫
h(|z|)ν(dz)

∫
g(|x|)Kz(dx, dy) =

∫
g(|z|)ν(dz)

∫
h(|y|)Kz(dx, dy) (2)

が成り立つとする. ただし, ν(dz) = |z|−3dz である.

C3 内において, 要素 z の直交部分への射影を Projz(·)と表し, β, γ の z ∈ D0 に対する

⋆ 積を β⋆[z]γ = −i (β · ez) Projz(γ) と定める. いま分枝率がパラメータ λ|x|2 で与え
られ, 分枝機構が等確率の２元的なもので, 子分枝粒子の挙動（分布）がKx で定まる, 空間

D0 上の連続時間２元臨界的分枝過程 ZKx(t) を考える. このとき, この ZKx(t) の定める

樹形構造に着目して, マーク付き樹木 ω = (t, (tm), (xm), (ηm), m ∈ V) の空間を Ω とす

る. また Pt,x を Ω 上の確率測度で時間逆進行の ZKx(t) の法則とする. ここで t は共通

の祖先が誕生した時刻とし, ηm = 0 で粒子 xm は死滅し, ηm = 1 で２つの子孫 xm1, xm2

を生成するものとする. ただし, V = ∪ℓ≥0{1, 2}ℓ は樹形構造を記述するための長さ ℓ の

有限記号系列であるラベル全体の集合である. Ω ∋ ω に対して, N (ω) で樹形分岐点とな

る節点のラベル全体, V \ N (ω) ∋ m の直属の節点が N (ω) に入るものの中で正時間部

分 tm(ω) > 0 を N+(ω), 非負時間部分 tm(ω) 6 0 を N−(ω) と表し, N(ω) = N+(ω)

∪ N−(ω) とする. つぎに Θm(ω) は m ∈ N+(ω) なら f̃(tm(ω), xm(ω)), m ∈ N−(ω)
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なら u0(xm(ω)) を表すとする. このとき, Ξm1
m2.m3

(ω) ≡ Ξm1
m2,m3

[u0, f ](ω) := Θm2(ω)

⋆[xm1 ]
Θm3(ω) と定める. ただし, 積の順序は自然順序 ≺ に関して lexicographically に

m ≺ m′ のとき m のものが左に, m′ のものが右にくるように書き表すものとする. また

m ∈ V が樹形の単独端点のラベルのとき, Ξ∅
m,∅(ω) = Θm(ω) とする. N (ω) における各

節点で, 上述のような設定の下で ⋆ 積を帰納的に実行して得られる量（樹状 ⋆ 積汎関

数）を
M

⟨u0,f⟩
⋆ (ω) =

∏
⋆[xm̃]Ξ

m1
m2.m3

[u0, f ](ω) (3)

と表す. ここで m1 ∈ N (ω), m2,m3 ∈ N(ω) であり, (3) 式の ⋆ 積
∏

⋆ は |m1| = ℓ の

とき m̃ ∈ N (ω) ∩ {|m̃| = ℓ− 1} なる xm̃ に関して ⋆ 積を lexicographical な順にとる

ことを意味する.

一方, ２元的樹木の節点 (xm) に依って索引付けられた, 重み (U,F ) 付き樹状 ∗ 積汎
関数 M

⟨U,F ⟩
∗ (ω) を構成する. ここで U (F ) はそれぞれ D0 (R+ ×D0) 上の非負可測関

数で, 各 x ごとに F (·, x) ∈ L1(R+) である. また汎関数構成時の積は通常の乗数積 ∗ を
とったものである.

定理. |u0(x)| 6 U(x), |f̃(t, x)| 6 F (t, x), (∀t, x), かつ ∀t > 0 に対して, Et,x[M
⟨U,F ⟩
∗ ]

< ∞, a.e.-x を仮定する. このとき, ２元臨界的分枝過程 ZKx(t) の定める樹形構造から

決まる節点のラベル集合により索引付けられた, ある適当な重み (u0, f) 付き樹状 ⋆ 積汎
関数M

⟨u0,f⟩
⋆ (ω) が存在して, u(t, x) = Et,x[M

⟨u0,f⟩
⋆ ] は積分方程式 (1) の一意解である.

ただし Et,x は確率測度 Pt,x による期待値を表す.
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