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重み付きグラフ上のマルコフ連鎖の upper rate function を, グラフに適合した距離と
体積増大度で特徴づける. ここで upper rate function とは, マルコフ連鎖の法則に従って
運動する粒子が, “典型的”にはどの程度遠方へ移動できるのかを表す関数のことである.

まず初めに, Keller-Lenz (2012) に従い, 重み付きグラフの定義を述べる. V を可算無限
集合とし, µ を V 上の正値関数とする. このとき, 関数 µ を V 上のラドン測度と見なす
ことができる. w を V × V 上の非負値対称関数とし, 任意の点 x ∈ V について

w(x, x) = 0,
∑
y∈V

w(x, y) <∞

を満たすものとする. 以上で定まる 3つ組 (V,w, µ)を重み付きグラフと呼ぶ. 2点 x, y ∈ V

に対して w(x, y) > 0 が成立するとき, x と y は隣接しているといい, x ∼ y とかく. 特
に, V の各点が隣接点を有限個しか持たないとき, 重み付きグラフ (V,w, µ) は局所有限で
あるという. 点列 (x0, x1, . . . , xn) は, x0 = x, xn = y, xk−1 ∼ xk (k = 1, 2, 3, . . . , n) を満
たすとき, x と y を結ぶ道であるという. 特に任意の相異なる 2 点 x, y ∈ V を結ぶ道が
存在するとき, 重み付きグラフ (V,w, µ) は連結であるという.

以下では (V,w, µ) を局所有限で連結な重み付きグラフとする. V 上の関数で, 有限個の
点以外では値 0 をとるもの全体の集合を C0(V )とする. このとき, L2(V ;µ) 上の二次形式

E(u, v) = 1

2

∑
x∈V

∑
y∈V

w(x, y)(u(x)− u(y))(v(x)− v(y)), u, v ∈ C0(V )

は可閉であり, 二次形式 (E , C0(V )) の閉包 (E ,F) は L2(V ;µ) 上の正則ディリクレ形式と
なる. (E ,F) が生成するマルコフ連鎖を, 重み付きグラフ (V,w, µ) に対応するマルコフ
連鎖と呼ぶことにする. このマルコフ連鎖は, 次で定義される行列 (qxy)x,y∈V を Q-matrix

にもつ V 上の最小なマルコフ連鎖となる:

qxy =


w(x, y)

µ(x)
x ̸= y

−
∑

z∈V,z ̸=xw(x, z)

µ(x)
x = y.
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定義 1. (V,w, µ) を重み付きグラフとする. σ を V × V から有界閉区間 [0, 1] への関数と
し, 任意の x, y ∈ V について

σ(x, y) = σ(y, x), σ(x, y) > 0 ⇐⇒ x ∼ y

を満たすものとする.

(1) 任意の点 x ∈ V に対して不等式∑
y∈V

σ(x, y)2w(x, y) ≤ µ(x)

が成立するとき, 関数 σ は重み付きグラフ (V,w, µ) に適合しているという.

(2) σ を重み付きグラフ (V,w, µ) に適合した関数とする. V × V 上の関数

dσ(x, y) := inf

{
n∑

k=1

σ(xk−1, xk) | (x0, x1, . . . , xn) は x と y を結ぶ道

}
, x, y ∈ V

を, 重み付きグラフ (V,w, µ) に適合した道の距離という.

注意 1. 重み付きグラフ (V,w, µ) に適合した道の距離は V 上の距離になる. この距離は
強局所型ディリクレ形式の内在的距離の類似であり, Frank-Lenz-Wingert (2010) の意味
での, 正則ディリクレ形式に対する内在的距離にもなる.

定義 2. 重み付きグラフ (V,w, µ) に対応するマルコフ連鎖をM = ({Xt}t≥0, {Px}x∈V ) と
かき, このマルコフ連鎖は保存的であると仮定する. d を V 上の距離とし, 点 x ∈ V を 1

つ固定する. [0,∞) 上の狭義単調増加な正値関数 R(t) は, 等式

Px(d(x,Xt) ≤ R(t) for all sufficiently large t) = 1

が成立するとき,マルコフ連鎖Mの距離 dに関するupper rate functionであるという.

V 上の距離 d に関する, 中心 x0 ∈ V , 半径 r > 0 の開球を Bd(x0, r) とおく.

定理 1. (V,w, µ) を重み付きグラフとし, dσ をこのグラフに適合した距離とする. 条件

(i) inf
x∈V

µ(x) > 0;

(ii)

∫ ∞

·

r

log µ(Bdσ(x0, r))
dr = ∞

の下で次が成立する.

(1) 重み付きグラフ (V,w, µ) に対応するマルコフ連鎖 M は保存的である.

(2) ある定数 c > 0 と R̂ ≥ 1 が存在して, 関数

ψ(R) := c

∫ R

R̂

r

log µ(Bdσ(x0, r)) + log log r
dr

の逆関数 ψ−1(t) はマルコフ連鎖 M の距離 dσ に関する upper rate function となる.

定理 1 (2)は,リーマン多様体上のブラウン運動の escape rateに関する Hsu-Qin (2010)

の結果をマルコフ連鎖へ拡張するとともに, Huang (2013) の結果を改良している. 特に
定理 1 (2) は精密であることも分かる. 一方で, 定理 1 (1) は新しい結果ではない. 実際,

Folz (2013) は条件 (i) を課さずにマルコフ連鎖の保存性を示している.


