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集中講義予定

1. 概観、 複素解析の復習、道具立て
2. リーマン球面上の正則写像半群による複素力学系、
ファトウ集合、ジュリア集合の基本的性質

3. ランダムな複素力学系 (定義と結果の紹介）
4. ランダムな複素力学系の詳細といくつかの定理の証明
5. おまけ

主な参考文献は [1]–[8], [58]. 単位取得のためには、４問以上
の演習問題の解答と、講義の感想をレポート用紙にまとめ、
氏名を記入のうえ、所定の場所に所定の締め切り日までに提
出。問題を多く解けば成績を良くします。
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1 概観,準備
まず実直線R上のランダムな力学系を考えてみる。
h1(x) = 3x, h2(x) = 3(x − 1) + 1とおき、初期値x ∈ Rを
とったあと、毎回、確率1/2ずつで写像h1またはh2を選択
して、点を動かすことを考える。初期値xに対して、+∞に
飛んでいく確率をD+∞(x)とおくと、・・・
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図1 関数D+∞ (+∞に飛んでいく確率の関数) のグラフ：
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D+∞はR上で連続で、カントールの三進集合という（細い）
フラクタル集合上でのみ変化する。また、単調性を持つ。
D+∞|[0,1]は「悪魔の階段」と呼ばれる([72])。特異関数の
代表例。
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同じことを、今度は、h1(x) = 2x, h2(x) = 2(x − 1) + 1と
おいて、0 < p < 1とし、初期値x ∈ Rをとったあと、毎回、{

h1 を確率pで、

h2 を確率1 − pで

で選択し、点を動かすことを考える。+∞に飛んでいく確率
をD+∞,p(x)とおくと、・・・
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図2 関数D+∞,p (+∞に飛んでいく確率の関数) のグラ

フ：左からp=0.1, p=0.25
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p 6= 1/2のとき、D+∞,p|[0,1]は(確率)パラメータpに対する
ルベーグの特異関数と呼ばれる([72])。[0, 1]で狭義単調連続
だが、ルベーグ測度に関してほとんど全ての点で微分0とい
う特異性を持つ。

6



x ∈ Rを固定すると、p 7→ D+∞,p(x)は(0, 1)で実解析的で
あることが知られている([41])。

S(x) :=
1
2
· ∂D+∞,p

∂p

∣∣
p=1/2

(x)

のグラフは・・・
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図3 関数S(x) := 1
2
· ∂D+∞,p
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S(x)はR上で連続で、[0, 1]の各点で微分不可能。
[0, 1]上の関数S|[0,1]は「高木関数」と呼ばれる([72])。
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上記のことの複素平面上版を考え、ランダムな複素力学系と
正則写像の半群の力学系の両者の分野を交錯させた基礎理論
を展開する。

ランダムな複素力学系では多くの場合に、たとえ各写像の反
復がカオス的部分を持っていても、複数の写像の協調・協力
により平均化したシステムのカオスが消滅し（協調原理）、
ある条件下では極限状態において

「複素平面上の特異関数」

が出現することをみる。

9



複素平面Cにおいて、h1(z)をz 7→ z2 − 1の2回合成、h2(z)
をz 7→ z2

4 の2回合成、とおき、0 < p < 1とするとき、初期
値z ∈ Cを取った後、毎回、{

h1 を確率pで、

h2 を確率1 − pで

で選択し、点を動かすことを考える。絶対値が∞に飛んで
いく確率をD∞,p(z)とおく(注：これは悪魔の階段の複素平
面上版）と、C上の関数D∞,pの様子は、
・・・
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まず、h1, h2で生成された写像の合成を積とする半群をGと
し、Gが同程度連続でない複素数初期値の集合をJ(G)とか
いて「Gのジュリア集合」と呼ぶと、

図4 J(G) (Gのジュリア集合)の絵：

D∞,pはC上で連続で、J(G)(黒の部分) の上のみで変化し、
内側から外側にかけて単調に増加する。
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z ∈ Cを固定するとp 7→ D∞,p(z)が(0, 1)上で実解析的であ
ることが示される。

S(z) =
∂D∞,p

∂p

∣∣
p=1/2

(z)

(つまり高木関数の複素平面上版) を考えると、S(z)はC上
で連続で、J(G)の中のみで変化する。
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